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Capítulo 1

Estimação pontual

1.1 Introdução

• Considere-se uma amostra casual (X1, . . . , Xn) de uma população com função de probabilidade pertencente
à família

Fθ = { f (x | θ) : θ ∈ Θ}.

• A forma funcional de f (·) é conhecida mas os parâmetros θ são desconhecidos. Note-se que θ pode ser um
vetor ou apenas um elemento.

• Problema: Como usar a informação contida na amostra para “adivinhar” (estimar) o valor do(s) parâme-
tro(s) desconhecido(s) θ?

• Ideia: Fixada a dimensão da amostra, quanto mais precisa a resposta, menor a confiança que nela se
deposita.

• A estimação paramétrica vai então desenvolver-se:

– priveligiando a precisão =⇒ estimação pontual =⇒ estimativas ou

– priveligiando a confiança =⇒ estimação intervalar =⇒ intervalos de confiança

• Parâmetros:

– Parâmetro multidimensional. Exemplo: suponha que a valorização de um activo financeiro tem
distribuição normal com média µ e variância σ2. Observada uma amostra casual, queremos estimar 2
parâmetros desconhecidos (µ, σ), onde µ representa o retorno médio e σ a volatilidade.

– Função do(s) parâmetro(s) da distribuição. Exemplo: suponha que a distribuição do número de
sinistros originados anualmente por uma apólice de seguro automóvel tem distribuição de Poisson
com parâmetro λ. Em vez de estarmos interessados no parâmetro λ (média do fenómeno), podemos
estar interessados na probabilidade de se verificarem zero sinistros: P(X = 0 | λ) = e−λ. Assim,
pretende-se de estimar a função h(λ) = e−λ, que traduz essa probabilidade.

• Ponto de partida:

– amostra casual (X1, X2, . . . , Xn) de uma população Fθ = { f (x | θ) : θ ∈ Θ}.

– apenas θ é desconhecido pois f (·) é conhecida.

– θ ∈ Θ, sendo o espaço do parâmetro, Θ, conhecido (tipicamente R+
0 ).

Definição 1.1 (Estimador). Um estimador é uma estatística, T(X1, X2, . . . , Xn), que estima alguma informação
sobre a população. Um estimador é uma função que produz estimativas.

Exemplo 1.1. T(X1, X2, . . . , Xn) =
1
n

n
∑

i=1
Xi = X.

Definição 1.2 (Estimativa). Valor assumido pelo estimador para a amostra que se observou. Não é uma variável
aleatória, nem uma estatística. É um número (real).

7
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Exemplo 1.2. t = T(x1, x2, . . . , xn) =
1
n

n
∑

i=1
xi = x.

Nota . Como encontrar estimadores para determinado parâmetro? Dado um ou mais estimadores, como avaliar
a sua qualidade?

1.2 Método dos momentos

• Ideia: se soubermos que o parâmetro θ que queremos estimar é a média da população (momento populaci-
onal de ordem 1), então podemos usar a média amostral (momento amostral de ordem 1) para estimá-lo:
quanto maior a dimensão amostra, mais semelhantes serão os dois.

Iremos considerar uma amostra casual (X1, X2, . . . , Xn) de uma população com fmp/fdp f (x | θ1, θ2, . . . , θk) com
k parâmetros desconhecidos.

Definição 1.3 (Método dos Momentos). Os estimadores do Método dos Momentos podem ser obtidos da seguinte

forma. Seja µ′
k = E(Xk) o momento populacional de ordem k e seja µk =

1
n

n
∑

i=1
Xk

i o momento amostral de ordem

k.

• Passo 1: Determinar o número de parâmetros (θ1, . . . , θL) a estimar, L.
• Passo 2: Determinar µ′

k e igualar a µk para k = 1, . . . , L.
• Passo 3: Resolver o sistema com L equações e L incógnitas em ordem a θ1, . . . , θL.

A solução do sistema são os estimadores do Método dos Momentos (θ̃1, . . . , θ̃L).

Quando não houver ambiguidade, estimador e estimativa representam-se indistintamente por θ̃.

Exercício 1.1. Seja X ∼ B(1, θ) uma população donde se retirou uma amostra casual de dimensão n com o
objetivo de estimar θ. Obtenha θ̃.
#

#

Exercício 1.2. Seja X ∼ N (µ, σ2) uma população donde se retirou uma amostra casual de dimensão n com o
objetivo de estimar µ e σ2. Obtenha µ̃ e σ̃2.
#
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#

Exercício 1.3. Seja X ∼ U(−θ, θ) uma população donde se retirou uma amostra casual de dimensão n com o
objetivo de estimar θ. Obtenha θ̃.
#

#

Exercício 1.4. Seja X ∼ Exp(λ) uma população donde se retirou uma amostra casual de dimensão n com o
objetivo de estimar λ. Obtenha λ̃.
#

#

1.3 Método da máxima verosimilhança

Definição 1.4 (Função de verosimilhança). Função de probabilidade conjunta das observações de uma amostra
aleatória, considerada como função do parâmetro desconhecido θ.

• (X1, X2, . . . , Xn) amostra casual de uma população com fmp/fdp f (x | θ).

• A fmp/fdp conjunta da amostra aleatória

f (x1, . . . , xn | θ) =
n

∏
i=1

f (xi | θ), (x1, . . . , xn) ∈ Rn,
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representa a probabilidade associada à amostra específica que foi observada (x1, x2, . . . , xn).

• Fixada a amostra observada, (x1, x2, . . . , xn), a função f (x1, . . . , xn | θ) pode ser interpretada como função
do parâmetro θ e define a função de verosimilhança:

L(θ) := L(θ | x1, x2, . . . , xn) =
n

∏
i=1

f (xi | θ), θ ∈ Θ.

• Para cada valor de θ no espaço do parâmetro, L(θ) determina a probabilidade de observar a amostra
específica (x1, x2, . . . , xn).

Exercício 1.5. Seja X ∼ B(1, θ) uma população donde se retirou uma amostra casual de dimensão n com o
objetivo de estimar θ. Obtenha a função de verossimilhança e observe as seguintes figuras:
#

#

• n = 10 e ∑10
i=1 xi = 2 =⇒ L(θ) = θ2(1 − θ)10−2 = θ2(1 − θ)8. Os valores mais verossímeis de θ situam-se

em torno de 0.2.
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• n = 10 e ∑10
i=1 xi = 7 =⇒ L(θ) = θ7(1 − θ)10−7 = θ7(1 − θ)3. Os valores mais verossímeis de θ situam-se

em torno de 0.7.
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Definição 1.5 (Estimador de máxima verosimilhança). Dada a amostra observada (x1, . . . , xn) procura-se uma
estimativa θ̂ = θ̂(x1, . . . , xn) tal que

L(θ̂ | x1, x2, . . . , xn) ≥ L(θ | x1, x2, . . . , xn), θ ∈ Θ.
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A esta estimativa corresponde o estimador θ̂ = θ̂(X1, X2, . . . , Xn).

• Cálculo do máximo: zero da primeira derivada (se existir) e segunda derivada negativa (se existir).

• Geralmente é mais fácil considerar o logaritmo da função de verossimilhança (função log-verosimilhança):

l(θ) = ln(L(θ)).

• Como o logaritmo é uma função monótona crescente, l(θ) e L(θ) têm o mesmo maximizante.

• Em geral, o maximizante é dado por:

dL(θ)
dθ

= 0,
d2L(θ)

dθ2 < 0 ou
dl(θ)

dθ
= 0,

d2l(θ)
dθ2 < 0.

• Quando não houver ambiguidade, estimador e estimativa representam-se indistintamente por θ̂ (tal como
no método dos momentos).

Nota . Deverá ter especial atenção a:

• O maximizante pode não ser um ponto interior do domínio. Relembrar que uma f.r.v.r. atinge o máximo,
caso exista, no interior de um intervalo (a, b) ou na sua fronteira (ver Matemática I).

• O EMV pode não ser único.

• L(θ) pode ter máximos locais.

• A função de verosimilhança (ou log-verosimilhança) pode não ser diferenciável.

Exercício 1.6. Seja X ∼ B(1, θ) uma população donde se retirou uma amostra casual de dimensão n com o
objetivo de estimar θ. Obtenha θ̂.
#

#
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Exercício 1.7. Seja (X1, . . . Xn) uma a.c. proveniente de uma população X com função probabilidade f (x | θ) =

θxθ−1, 0 < x < 1, θ > 0, e E(X) =
θ

1 + θ
. Determine θ̃ e θ̂.

#

#

Exercício 1.8. X ∼ U(0, θ). Determine θ̂.
#
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#

1.3.0.1 Propriedade da Invariância dos EMV

Teorema 1.1. Seja θ̂ um EMV de θ e h(u) uma função biunívoca. Então h(θ̂) é o EMV de h(θ).

Exercício 1.9. X ∼ Po(λ). Determine o EMV de P(X = 0).
#

#

1.4 Propriedades dos Estimadores

1.4.1 Estimadores centrados

Definição 1.6 (Estimador centrado). Um estimador T = T(X1, X2, . . . , Xn) de θ é centrado (ou não enviesado) se

E(T) = θ, ∀θ ∈ Θ.

Nota . O valor esperado do estimador deve ser igual ao verdadeiro valor do parâmetro a estimar, qualquer que
seja θ ∈ Θ. O conceito de estimador centrado só se aplica quando existe E(T).

Definição 1.7 (Enviesamento). Se E(T) ̸= θ, então o estimador diz-se enviesado e o seu enviesamento é dado por

viés(T) = E(T)− θ.

Exercício 1.10. X ∼ B(1, θ). Será θ̂ = X enviesado para θ?
#

#
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• O conceito de estimador centrado não permite distinguir estimadores que apresentem uma distribuição por
amostragem fortemente concentrada em torno do parâmetro a ser estimado de outros em que a dispersão é
claramente superior.

• Na imagem seguinte qual dos dois estimadores será “melhor”?

Figura 1.1: Comparação entre dois estimadores centrados.

Definição 1.8 (Eficiência). Sejam T1 e T2 dois estimadores centrados para θ. O estimador T1 é mais eficiente do
que T2 quando

Var(T1) < Var(T2), ∀θ ∈ Θ.

O estimador T∗ é o mais eficiente para θ quando a relação se verifica qualquer que seja o outro estimador T
centrado para θ.

Nota . Sobre a eficiência dos estimadores:

• A eficiência requer a existência de momentos de segunda ordem dos estimadores.

• A definição de eficiência apresenta dois conceitos diferentes:

– eficiência relativa: estabelece uma relação entre 2 ou mais estimadores centrados para θ.

– eficiência absoluta: na classe de todos os estimadores centrados para θ.

• Para obter o estimador mais eficiente, recorre-se à desiguladade de Fréchet-Cramér-Rao.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Fréchet-Cramér-Rao (limite inferior para a variância de um estimador)). Seja
(X1, X2, . . . , Xn) uma amostra casual de uma população com fmp/fdp f (x | θ), satisfazendo certas condições de regularidade,
e seja T = T(X1, X2, . . . , Xn) um estimador centrado para θ. Então,

Var(T) ≥ 1
nI(θ) ,

onde

I(θ) = E

[(
d ln( f (X | θ))

dθ

)2
]
= −E

[
d2 ln( f (X | θ))

dθ2

]
é a quantidade de informação do Fisher.

Nota . No cálculo da quantidade de informação do Fisher, geralmente a segunda igualdade é mais fácil de
calcular. Para determinadas distribuições a expressão I(θ) é conhecida:

Exercício 1.11. Dado f (x | θ) = θxθ−1, 0 < x < 1, θ > 0, mostre que I(θ) = θ−2.
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Figura 1.2: Quantidade de informação de Fisher.

#

#

Nota . Conhecendo o limite inferior dado pela desigualdade de Fréchet-Cramér-Rao, compara-se a variância do
estimador em análise com este limite:

• caso sejam iguais, não existe nenhum outro estimador centrado de variância inferior e o estimador em
análise é o mais eficiente;

• caso sejam diferentes: o quociente

[nI(θ)]−1

Var(T)

fornece uma indicação sobre a eficiência relativa estimador T face ao estimador (caso este exista) de variância
igual ao limite inferior da desigualdade de Fréchet-Cramér-Rao.

• Eficiência está associada ao conceito de estimador centrado.

• O que fazer quando se quer comparar estimadores enviesados?

Definição 1.9 (Erro Quadrático Médio). Seja T = T(X1, X2, . . . , Xn) um estimador para θ. Define-se Erro
Quadrático Médio (EQM) como

EQM(T) = E
[
(T − θ)2

]
= Var(T) + (E(T)− θ︸ ︷︷ ︸

viés(T)

)2.

Nota . Relativamente ao EQM:
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• O EQM pondera variância e enviesamento.

• Para estimadores centrados, EQM significa variância.

• O estimador T1 é “melhor” do que T2 se

EQM(T1) < EQM(T2), ∀θ ∈ Θ.

• O estimador T1 é o “melhor” estimador se o seu EQM for menor ou igual ao EQM de qualquer outro
estimador para θ.

• Em geral, o EQM depende de θ.

1.4.2 Consistência

Definição 1.10 (Estimador consistente). O estimador Tn = T(X1, X2, . . . , Xn) diz-se consistente em média
quadrática se

lim
n→+∞

E[(T − θ)2] = 0.

Nota . Condição necessária e suficiente para que o estimador Tn seja consistente em média quadrática

lim
n→+∞

E(Tn) = θ e lim
n→+∞

Var(Tn) = 0.

Definição 1.11 (Estimador consistente ou simplesmente consistente). O estimador Tn = T(X1, X2, . . . , Xn) diz-se
consistente ou simplesmente consistente se

∀ϵ > 0, lim
n→+∞

P(θ − ϵ < Tn < θ + ϵ) = 1, ∀θ ∈ Θ.

Nota . Consistência em média quadrática =⇒ consistência simples.

Propriedades dos estimadores obtidos pelo métodos dos momentos:

• Não são únicos, pois podem ser obtidos à custa de momentos de diferentes ordens.

• O estimador obtido pode não ser admissível (ex: estimador negativo quando o parâmetro é positivo).

• Não gozam da propriedade de invariância.

• Em condições gerais:

– são consistentes;

– Possuem distribuição aproximadamente normal quando a dimensão da amostra é muito grande
(distribuição assintótica)

Propriedades dos estimadores obtidos pelo método da máxima verosimilhança:

• Não são necessariamente centrados.

• Em condições muito gerais são consistentes.

• Demonstra-se que se existir estimador mais eficiente (na ótica do teorema de Fréchet-Cramér-Rao) ele é

solução da equação
dL(θ)

dθ
= 0 e portanto estimador de máxima verosimilhança.

• Verificadas certas condições de regularidade, os estimadores de máxima verosimilhança seguem assintoti-
camente uma distribuição normal. Caso haja apenas um parâmetro desconhecido, tem-se

√
nI(θ)(θ̂ − θ)

a∼ N (0, 1).

Exercício 1.12. Seja

T =
(n − 1)X1 + Xn

n
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um estimador de µ, onde (X1, . . . , Xn) representa uma amostra casual de tamanho n proveniente de uma
população normal com média µ e variância σ2. Verifique se T é centrado para µ e se é um estimador consistente
em média quadrática para µ.
#

#



18 CAPÍTULO 1. ESTIMAÇÃO PONTUAL



Capítulo 2

Estimação intervalar

2.1 Intervalos de confiança

• Nesta secção, em vez de se propor uma estimativa isolada θ̂ para θ, propõe-se um intervalo (t1, t2) ao qual
se associa um determinado “nível de confiança”.

• Em muitos casos, o intervalo é da forma

(
θ̂ − δ, θ̂ + δ

)
,

onde δ pode ser considerado como uma medida de precisão ou medida de erro inerente à estimativa θ̂.

Definição 2.1 (Intervalo aleatório). Sejam T1 = T1(X1, X2, . . . , Xn) e T2 = T2(X1, X2, . . . , Xn), T1 < T2, duas
estatísticas tais que

P(T1 < θ < T2) = 1 − α, 0 < α < 1.

Então, (T1, T2) é um intervalo aleatório para θ com probabilidade 1 − α.

Definição 2.2 (Intervalo de confiança). Seja (x1, x2, . . . , xn) um valor observado da amostra (X1, X2, . . . , Xn) e
t1 = T1(x1, x2, . . . , xn), t2 = T2(x1, x2, . . . , xn) os valores observados de T1 e T2 para essa amostra observada.

Então, (t1, t2) é um intervalo de confiança a (1 − α)100% para θ.

2.2 Variáveis fulcrais

Definição 2.3 (Variável fulcral). Uma variável fulcral, Z(X1, X2, . . . , Xn, θ):

• é uma função da amostra casual;

• é uma função do parâmetro θ;

• tem fmp/fdp f (z) conhecida e independente de θ;

• é independente de qualquer outro parâmetro desconhecido.

Definição 2.4 (Obtenção de um intervalo de confiança). Método:

1. Encontrar uma variável fulcral Z adequada ao problema em estudo.

2. Fixada a confiança desejada (1− α)100%, determinar os dois valores no domínio de Z, z1(α) e z2(α), tal que

P (z1(α) < Z < z2(α)) = 1 − α.

3. Passar de z1(α) < Z < z2(α) para T1(X1, X2, . . . , Xn) < θ < T2(X1, X2, . . . , Xn), ou seja,

P (z1(α) < Z < z2(α)) = P (T1(X1, X2, . . . , Xn) < θ < T2(X1, X2, . . . , Xn)) = 1 − α.

19
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4. Um intervalo aleatório com probabilidade 1 − α é:

(T1(X1, X2, . . . , Xn), T2(X1, X2, . . . , Xn)) = (T1, T2).

5. Finalmente, um intervalo de confiança a (1 − α)100% para θ é dado pela realização do intervalo aleatório
para uma amostra observada:

IC(1−α)100%(θ) = (T1(x1, x2, . . . , xn), T2(x1, x2, . . . , xn)) = (t1, t2).

Nota . Em geral, apenas seguimos os pontos 1, 2 e 5. É importante observar que:

• as definições acima foram apresentadas para θ, mas a generalização para h(θ) é direta.

• Um intervalo de confiança é simplesmente a realização particular do intervalo aleatório, da mesma forma
que uma estimativa é um valor particular de um estimador.

• Assim, atribuímos probabilidade apenas ao intervalo aleatório, não ao intervalo de confiança.

• O conceito de intervalo de confiança pode ser generalizado para dimensões superiores (θ1, θ2, . . . , θk), k > 1,
caso em que obtemos regiões de confiança.

Exercício 2.1. Considere a variável fulcral Z =
X − µ

σ/
√

n
∼ N(0, 1), e mostre que um intervalo de confiança a 95%

para a média de uma população normal com σ conhecido é

IC95%(µ) =

(
x ∓ z0.025 ·

σ√
n

)
=

(
x − z0.025 ·

σ√
n

, x + z0.025 ·
σ√
n

)
.

#

#

2.3 Intervalos de confiança para populações normais

Definição 2.5. Intervalo de confiança para a média com variância conhecida:

• Variável fulcral:

Z =
X − µ

σ/
√

n
∼ N (0, 1).

• Intervalo de confiança:

IC(1−α)100%(µ) =

(
x ∓ zα/2

σ√
n

)
, Φ(zα/2) = 1 − α/2.

Definição 2.6. Intervalo de confiança para a média com variância desconhecida:
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• Variável fulcral:

T =
X − µ

S′/
√

n
∼ t(n − 1).

• Intervalo de confiança:

IC(1−α)100%(µ) =

(
x ∓ tα/2

s′√
n

)
, P(T > tα/2) = α/2.

Definição 2.7. Intervalo de confiança para a variância:

• Variável fulcral:

Q =
(n − 1)S′2

σ2 ∼ χ2(n − 1).

• Intervalo de confiança:

IC(1−α)100%(σ2) =

(
(n − 1)s′2

q2
,
(n − 1)s′2

q1

)
, P(Q < q1) = P(Q > q2) = α/2.

Considerem-se agora duas populações normais X1 ∼ N (µ1, σ2
1 ) e X2 ∼ N (µ2, σ2

2 ), e duas amostras casuais
independentes (X11, X12, . . . , X1m) e (X21, X22, . . . , X2n).

Definição 2.8. Intervalo de confiança para a diferença de médias com variâncias conhecidas:

• Variável fulcral:

Z =
(X1 − X2)− (µ1 − µ2)√

σ2
1

m
+

σ2
2

n

∼ N (0, 1).

• Intervalo de confiança:

IC(1−α)100%(µ1 − µ2) =

x1 − x2 ∓ zα/2

√
σ2

1
m

+
σ2

2
n

 .

Definição 2.9. Intervalo de confiança para a diferença de médias com variâncias desconhecidas (mas iguais):

• Variável fulcral:

T =
(X1 − X2)− (µ1 − µ2)√
1
m

+
1
n

√
(m−1)S′2

1 +(n−1)S′2
2

m+n−2

∼ t(m + n − 2).

• Intervalo de confiança:

IC(1−α)100%(µ1 − µ2) =

x1 − x2 ∓ tα/2

√
1
m

+
1
n

√
(m − 1)s′21 + (n − 1)s′22

m + n − 2

 .

Definição 2.10. Intervalo de confiança para a diferença de médias com variâncias desconhecidas (possivelmente
diferentes):

• Variável fulcral:

T =
(X1 − X2)− (µ1 − µ2)√

S′2
1

m
+

S′2
2
n

a∼ t(r),
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onde r é o maior número inteiro contido em

(
s′21
m

+
s′22
n

)2

1
m − 1

(
s′21
m

)2

+
1

n − 1

(
s′22
n

)2 .

• Intervalo de confiança:

IC(1−α)100%(µ1 − µ2) =

x1 − x2 ∓ tα/2

√
s′21
m

+
s′22
n

 .

Definição 2.11. Intervalo de confiança para a razão de variâncias σ2
2 /σ2

1 :

• Variável fulcral:

F =
S′2

1
S′2

2
·

σ2
2

σ2
1
∼ F(m − 1, n − 1).

• Intervalo de confiança:

IC(1−α)100%(σ2
2 /σ2

1 ) =

(
f1

s′22
s′21

, f2
s′22
s′21

)
, P(F < f1) = P(F > f2) = α/2.

Nota . Pela tabela 8 podemos obter f2 diretamente, enquanto que f1 é obtido da seguinte forma:

• ir à tabela 8 e nos valores de F(n − 1, m − 1) encontrar o valor f que tem uma probabilidade à direita de
α/2;

• fazer f1 =
1
f

.

Exercício 2.2 (Exercício 7.31 do livro). Considere uma população com distribuição normal de parâmetros
desconhecidos, donde foi recolhida uma amostra casual de dimensão 25. Suponha que a amostra forneceu os
seguintes resultados:

25

∑
i=1

xi = 75 e
25

∑
i=1

x2
i = 321.

(a) Construa um intervalo de confiança de 95% para a média.
#
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#

(b) Construa um intervalo de confiança de 95% para o desvio padrão.
#

#

Exercício 2.3 (Exercício 7.30 do livro (adaptado)). Com base numa amostra casual de 16 observações, retirada
de uma população normal, construiu-se, pelo processo habitual, o seguinte intervalo de confiança para o valor
esperado: (7.398, 12.602).

(a) Sabendo que, com a informação da amostra, se obteve s = 3.872, qual é o grau de confiança que pode
atribuir ao intervalo de confiança atrás referido?

#
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#

(b) Com base na mesma amostra, construa um intervalo de confiança a 95% para a variância da população.
#

#

2.4 Intervalos de confiança para grandes amostras

Quando n for grande (n > 30), recorremos ao TLC para obter intervalos assintóticos. Consideramos que todas as
variáveis fulcrais acima mencionadas seguem assintoticamente uma distribuição normal padrão.

Exercício 2.4. Suponha que o gasto anual com bens de consumo dos habitantes das cidades A e B está associado
a variáveis aleatórias com distribuição normal de parâmetros desconhecidos. Foram inquiridas 100 pessoas da
cidade A e observou-se um gasto médio anual de 5100 unidades monetárias (u.m.) e um desvio padrão corrigido
de 1020 u.m. Foram ainda inquiridas 125 pessoas da cidade B tendo-se verificado uma média de 6150 u.m. com
um desvio padrão corrigido de 1300 u.m. Recorrendo a um intervalo de confiança a 95%, verifique se é possível
afirmar que o gasto médio anual com bens de consumo é maior em alguma das duas cidades.
#

#



Capítulo 3

Testes de hipóteses paramétricos

3.1 Introdução

Ideia

• Estabelecer uma conjetura sobre aspetos desconhecidos da distribuição da população.

• Verificar se a informação existente na amostra observada (x1, . . . , xn) suporta ou não essa conjetura.

Definição 3.1 (Hipótese estatística). Qualquer conjetura sobre aspetos desconhecidos da distribuição (forma
funcional, parâmetros, etc) de X.

Exemplo 3.1. X ∼ exp(λ = 2)?, X ∼ N (µ, σ2)?

Definição 3.2 (Hipótese não paramétrica). A hipótese é feita sobre a distribuição (forma funcional) de X.

Exemplo 3.2. X ∼ F(·)?, X ∼ N(·, ·)?

Definição 3.3 (Hipótese paramétrica). A hipótese é feita sobre parâmetros da distribuição de X. Neste caso, a
distribuição de X é conhecida.

Exemplo 3.3. X ∼ N(µ = 1, σ2)?, X ∼ exp(λ = 2)?

Nota . Nesta UC apenas iremos estudar hipóteses paramétricas.

Exercício 3.1 (Exercício 8.1 do livro). Para cada uma das seguintes proposições, indique se é ou não uma hipótese
estatística:

(a) µ = 3.

(b) x = 4.

(c) P(X < 2.5) = 0.4.

(d) 2 < σ < 3.

(e) X < 3;
#

25
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#

3.2 Testes de hipóteses

Definição 3.4 (Hipótese nula e hipótese alternativa). Seja X ∼ f (x | θ), θ ∈ Θ, θ conhecido.

• Hipótese nula (geralmente corresponde ao que suspeitamos ser verdade):

H0 : θ ∈ Θ0.

• Hipótese alternativa:
H1 : θ ∈ Θ1.

Qualquer hipótese paramétrica estabelece uma partição {Θ1, Θ2} do espaço paramétrico Θ em Θ0 e Θ1:

Θ = Θ0 ∪ Θ1 e Θ0 ∩ Θ1 = ∅.

Definição 3.5 (Hipótese estatística simples). Quando o subespaço paramétrico contém apenas um elemento.

Definição 3.6 (Hipótese estatística composta). Quando o subespaço paramétrico contém mais do que um
elemento.

Exemplo 3.4. Pretende-se aferir se determinada moeda é equilibrada: X ∼ B(1, θ) e θ = P(“sucesso”)

X =

{
1, cara
0, coroa

• Espaço parâmetro: θ ∈ Θ = [0, 1].

• Hipótese nula: H0 : θ = 0.5 (é uma hipótese simples, neste caso).

• Hipótese alternativa: H1 : θ ̸= 0.5 (é uma hipótese composta, neste caso).

Definição 3.7 (Teste de hipóteses). É uma regra que permite especificar um subconjunto do espaço amostra
(espaço de resultados da amostra) W ⊂ Rn tal que:

• se (x1, . . . , xn) ∈ W =⇒ rejeita-se H0;

• se (x1, . . . , xn) /∈ W =⇒ não se rejeita H0.

A decisão é sempre referente a H0 (rejeita-se H0 ou não se rejeita H0).

O teste estatístico introduz uma partição do espaço amostra em duas regiões, W e W

W ∪ W = Rn e W ∩ W = ∅,

onde W designa a região de rejeição (RR) ou região crítica (RC).

Definição 3.8 (Estatística de teste). Em alternativa ao acima exposto e, em quase todos os casos práticos de
interesse, é costume trabalhar-se um com uma estatística de teste (ET):

T = T(X1, . . . , Xn) =⇒ tobs = T(x1, . . . , xn).

Neste caso, a região de rejeição, W, é definida à custa da estatística de teste:

• se tobs ∈ WT =⇒ rejeita-se H0;

• se tobs /∈ WT =⇒ não se rejeita H0.

Em resumo, os componentes de um teste de hipótese estatístico são:
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• Hipótese nula, H0: mantida, a menos que existam evidências que mostrem o contrário;

• Hipótese alternativa, H1: adotada se H0 for rejeitada;

• Estatística de teste, T = T(X1, . . . , Xn): com base na qual será feita a regra de decisão;

• Região de rejeição (RR), WT : a regra de decisão.

Tipos de erro

• O teste de hipóteses é realizado com base numa amostra casual (não temos acesso a toda a população).

• Assim, a decisão de rejeitar, ou não, a hipótese nula pode estar errada!

• Devemos considerar dois tipos de erro:

– Erro do tipo I (ou erro de 1ª espécie): rejeitar H0 quando H0 é verdadeira.

– Erro do tipo II (ou erro de 2ª espécie): não rejeitar H0 quando H0 é falsa.

• Vamos dividir o nosso estudo em 3 casos: hipóteses simples vs hipóteses simples, hipóteses simples vs
hipóteses composta e testes bilaterais.

3.3 Hipóteses simples vs hipóteses simples

H0 : θ = θ0 versus H1 : θ = θ1

• Dimensão do teste: α = P(rejeitar H0 | H0 verdadeira) = P(rejeitar H0 | θ = θ0).

• Potência do teste: β = P(rejeitar H0 | H0 falsa) = P(rejeitar H0 | θ = θ1).

• Idealmente: menor valor de α e maior valor de β.

• A redução das duas probabilidades de erro (ou de uma delas fixando a outra) só se consegue aumentando
a dimensão da amostra (ver exemplo a seguir).

• Ao alterar a RR, obtêm-se outros valores para α e β (ver exemplo a seguir).

• Na impossibilidade de minimizar simultaneamente os 2 tipos de erro, recorremos ao Lema de Neyman-
Pearson de forma a obtermos o teste mais potente (este semestre não falaremos da aplicação deste Lema).

Exemplo 3.5.
X ∼ N (µ, σ2 = 4), H0 : µ = 10 vs H1 : µ = 14 :
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Exercício 3.2 (Exercício 8.5 do livro). A duração em horas, X, de um determinado tipo de componente tem
distribuição normal com desvio padrão igual a 50. Para testar:

H0 : µ = 250 vs H1 : µ = 200,

a regra de decisão é: rejeitar H0 se x < 230 .

(a) Se a decisão for tomada com base numa amostra casual de 16 componentes, calcule a dimensão e a potência
associadas a este teste.

#

#

(b) Qual deverá ser a dimensão mínima da amostra para que a probabilidade de cometer o erro de tipo I seja
menor a 0.025?

#

#

3.4 Hipótese simples vs hipóteses compostas

H0 : θ = θ0 versus H1 : θ > θ1 ou H1 : θ < θ1

• Nada se altera relativamente ao erro de primeira espécie (a dimensão do teste, α, apenas depende de H0).
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• A probabilidade do erro de 2a espécie, 1 − β, e a potência do teste, β, passam a ser uma função de θ.

Definição 3.9 (Função potência). Teste H0 : θ = θ0 vs H1 : θ > θ0, com RR W.

β(θ) = P(rej. H0 | H0 falsa) = P(rej.H0 | θ > θ0) = P((X1, . . . , Xn) ∈ W | θ),

para θ ∈ Θ1 = {θ : θ > θ0}.

Nota: o caso H1 : θ < θ0 é semelhante (com as devidas adaptações).

Figura 3.1: Exemplo de uma função potência.

Nota . É importante realçar que:

• Quando H0 : θ ⩽ θ0 vs H1 : θ > θ0 (hip. composta vs hip. composta unilateral) devemos proceder como se
tivéssemos H0 : θ = θ0 vs H1 : θ > θ0.

• De modo semelhante, para H0 : θ ⩾ θ0 vs H1 : θ < θ0, devemos proceder como se tivéssemos H0 : θ = θ0
vs H1 : θ < θ0.

• Em ambos os casos estamos a escolher o pior cenário.

Exercício 3.3 (Exercício 8.16 do livro). Seja X uma variável aleatória que representa a quantidade de vinho numa
garrafa de 75 centilitros. Suponha que X tem distribuição normal com desvio padrão igual a 2. Para testar:

H0 : µ = 75 vs H1 : µ < 75,

recolheu-se uma amostra casual de 10 garrafas, rejeitando-se a hipótese nula se x < 74.1, onde x é a quantidade
média de vinho por garrafa na amostra observada.

(a) Calcule a dimensão deste teste.
#

#
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(b) Determine a função de potência e calcule o seu valor quando µ = 74 e µ = 72.5.
#

#

3.5 Testes bilaterais

H0 : θ = θ0 versus H1 : θ ̸= θ0

• Define-se a RR nas duas abas da distribuição da estatística teste, atribuindo-se igual probabilidade α/2 a
cada uma das 2 sub-regiões.

3.6 O valor-p

• Fixada a dimensão do teste, α, o resultado do teste consiste em rejeitar (ou não rejeitar) H0.

• Não se tem em conta se o valor da estatística teste se situa longe ou perto do limiar de rejeição.

• O p-value é uma forma alternativa de reportar o resultado de um teste que permite ultrapassar esta
limitação.

Definição 3.10. Seja T(x1, . . . , xn) = tobs o valor observado de uma estatística de teste. O valor-p ou p−value:

• é uma ferramenta para verificar se a estatística de teste está na região de rejeição. É também uma medida
da evidência para rejeitar H0.

• quanto menor for o seu valor, menor será a consistência dos dados com a hipótese (“mais se rejeita” H0);

• Regra de decisão: p − value < α =⇒ rejeita-se H0.

3.7 Populações normais: teste para a média e a variância

Definição 3.11. Teste para a média com variância conhecida

• Teste bilateral

H0 : µ = µ0 vs H1 : µ ̸= µ0

ET : Z =
X − µ0

σ/
√

n
∼ N (0, 1)

p − value = 2P(Z ≥ |zobs| | H0)

RR = {z : |z| > zα/2} ou RR =

{
x : x > µ0 + zα/2

σ√
n

}
∪
{

x : x < µ0 − zα/2
σ√
n

}
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• Teste unilateral à direita

H0 : µ = µ0 vs H1 : µ > µ0

ET : Z =
X − µ0

σ/
√

n
∼ N (0, 1)

p − value = P(Z ≥ zobs | H0)

RR = {z : z > zα} ou RR =

{
x : x > µ0 + zα

σ√
n

}
• Teste unilateral à esquerda

H0 : µ = µ0 vs H1 : µ < µ0

ET : Z =
X − µ0

σ/
√

n
∼ N (0, 1)

p − value = P(Z ≤ zobs | H0)

RR = {z : z < −zα} ou RR =

{
x : x < µ0 − zα

σ√
n

}

Definição 3.12. Teste para a média com variância desconhecida

• Teste bilateral

H0 : µ = µ0 vs H1 : µ ̸= µ0

ET : T =
X − µ0

S′/
√

n
∼ t(n − 1)

p − value = 2P(T ≥ |tobs| | H0)

RR = {t : |t| > tα/2} ou RR =

{
x : x > µ0 + tα/2

s′√
n

}
∪
{

x : x < µ0 − tα/2
s′√

n

}
• Teste unilateral à direita

H0 : µ = µ0 vs H1 : µ > µ0

ET : T =
X − µ0

S′/
√

n
∼ t(n − 1)

p − value = P(T ≥ tobs | H0)

RR = {t : t > tα} ou RR =

{
x : x > µ0 + tα

s′√
n

}
• Teste unilateral à esquerda
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H0 : µ = µ0 vs H1 : µ < µ0

ET : T =
X − µ0

S′/
√

n
∼ t(n − 1)

p − value = P(T ≤ tobs | H0)

RR = {t : t < −tα} ou RR =

{
x : x < µ0 − tα

s′√
n

}

Definição 3.13. Teste para a variância

• Teste bilateral

H0 : σ2 = σ2
0 vs H1 : σ2 ̸= σ2

0

ET : Q =
(n − 1)S′2

σ2
0

∼ χ2(n − 1)

p − value = 2 min{p1, p2} (ver definição seguinte)

RR = {q : q < q1−α/2} ∪ {q : q > qα/2} ou RR =

{
s′2 : s′2 <

q1−α/2σ2
0

n − 1

}
∪
{

s′2 : s′2 >
qα/2σ2

0
n − 1

}
• Teste unilateral à direita

H0 : σ2 = σ2
0 vs H1 : σ2 > σ2

0

ET : Q =
(n − 1)S′2

σ2
0

∼ χ2(n − 1)

p − value = p1 = P(Q ≥ qobs | H0)

RR = {q : q > qα} ou RR =

{
s′2 : s′2 >

qασ2
0

n − 1

}
• Teste unilateral à esquerda

H0 : σ2 = σ2
0 vs H1 : σ2 < σ2

0

ET : Q =
(n − 1)S′2

σ2
0

∼ χ2(n − 1)

p − value = p2 = P(Q ≤ qobs | H0)

RR = {q : q < q1−α} ou RR =

{
s′2 : s′2 <

q1−ασ2
0

n − 1

}
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Considerem-se agora duas populações normais X ∼ N (µX, σ2
X) e Y ∼ N (µY, σ2

Y), e duas amostras casuais
independentes (X1, X2, . . . , Xm) e (Y1, Y2, . . . , Yn).

Definição 3.14. Teste à igualdade de médias com variâncias conhecidas

• Teste bilateral

H0 : µX = µY ⇐⇒ µX − µY = 0 vs H1 : µX ̸= µY ⇐⇒ µX − µY ̸= 0

ET : Z =
X − Y√
σ2

X
m

+
σ2

Y
n

∼ N (0, 1)

p − value = 2P(Z ≥ |zobs| | H0)

RR = {z : |z| > zα/2} ou RR =

|x − y| : |x − y| > zα/2

√
σ2

X
m

+
σ2

Y
n


• Teste unilateral à direita

H0 : µX = µY vs H1 : µX > µY

ET : Z =
X − Y√
σ2

X
m

+
σ2

Y
n

∼ N (0, 1)

p − value = P(Z ≥ zobs | H0)

RR = {z : z > zα} ou RR =

x − y : x − y > zα

√
σ2

X
m

+
σ2

Y
n


• Teste unilateral à esquerda

H0 : µX = µY vs H1 : µX < µY

ET : Z =
X − Y√
σ2

X
m

+
σ2

Y
n

∼ N (0, 1)

p − value = P(Z ≤ zobs | H0)

RR = {z : z < −zα} ou RR =

x − y : x − y < −zα

√
σ2

X
m

+
σ2

Y
n


Definição 3.15. Teste à igualdade de médias com variâncias desconhecidas mais iguais

• Teste bilateral
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H0 : µX = µY ⇐⇒ µX − µY = 0 vs H1 : µX ̸= µY ⇐⇒ µX − µY ̸= 0

ET : T =
X − Y√

1
m

+
1
n

√
(m − 1)S′2

X + (n − 1)S′2
Y

m + n − 2

∼ t(m + n − 2)

p − value = 2P(T ≥ |tobs| | H0)

RR = {t : |t| > tα/2} ou RR =

|x − y| : |x − y| > tα/2

√
1
m

+
1
n

√
(m − 1)s′2X + (n − 1)s′2Y

m + n − 2


• Teste unilateral à direita

H0 : µX = µY vs H1 : µX > µY

ET : T =
X − Y√

1
m

+
1
n

√
(m − 1)S′2

X + (n − 1)S′2
Y

m + n − 2

∼ t(m + n − 2)

p − value = P(T ≥ tobs | H0)

RR = {t : t > tα} ou RR =

x − y : x − y > tα

√
1
m

+
1
n

√
(m − 1)s′2X + (n − 1)s′2Y

m + n − 2


• Teste unilateral à esquerda

H0 : µX = µY vs H1 : µX < µY

ET : T =
X − Y√

1
m

+
1
n

√
(m − 1)S′2

X + (n − 1)S′2
Y

m + n − 2

∼ t(m + n − 2)

p − value = P(T ≤ tobs | H0)

RR = {t : t < −tα} ou RR =

x − y : x − y < −tα

√
1
m

+
1
n

√
(m − 1)s′2X + (n − 1)s′2Y

m + n − 2


Definição 3.16. Teste à igualdade de médias com variâncias desconhecidas e possivelmente diferentes

• Teste bilateral

H0 : µX = µY ⇐⇒ µX − µY = 0 vs H1 : µX ̸= µY ⇐⇒ µX − µY ̸= 0

ET : T =
X − Y√
S′2

X
m

+
S′2

Y
n

∼ t(r),

onde r é o maior número inteiro contido em
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(
s′2X
m

+
s′2Y
n

)2

1
m − 1

(
s′2X
m

)2

+
1

n − 1

(
s′2Y
n

)2 .

p − value = 2P(T ≥ |tobs| | H0)

RR = {t : |t| > tα/2} ou RR =

|x − y| : |x − y| > tα/2

√
s′2X
m

+
s′2Y
n


• Teste unilateral à direita

H0 : µX = µY vs H1 : µX > µY

ET : T =
X − Y√
S′2

X
m

+
S′2

Y
n

∼ t(r),

onde r é o maior número inteiro contido em

(
s′2X
m

+
s′2Y
n

)2

1
m − 1

(
s′2X
m

)2

+
1

n − 1

(
s′2Y
n

)2 .

p − value = P(T ≥ tobs | H0)

RR = {t : t > tα} ou RR =

x − y : x − y > tα

√
s′2X
m

+
s′2Y
n


• Teste unilateral à esquerda

H0 : µX = µY vs H1 : µX < µY

ET : T =
X − Y√
S′2

X
m

+
S′2

Y
n

∼ t(r),

onde r é o maior número inteiro contido em

(
s′2X
m

+
s′2Y
n

)2

1
m − 1

(
s′2X
m

)2

+
1

n − 1

(
s′2Y
n

)2 .

p − value = P(T ≤ tobs | H0)

RR = {t : t < −tα} ou RR =

x − y : x − y < −tα

√
s′2X
m

+
s′2Y
n


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Definição 3.17. Teste para o quociente de variâncias

• Teste bilateral

H0 : σ2
X = σ2

Y ⇐⇒ σ2
X/σ2

Y = 1 vs H1 : σ2
X ̸= σ2

Y ⇐⇒ σ2
X/σ2

Y ̸= 1

ET : F =
S′2

X
S′2

Y
∼ F(m − 1, n − 1)

p − value = 2 min{p1, p2} (ver definição seguinte)

RR =
{

F : F < 1/F∗
α/2
}
∪ {F : F > Fα/2} ou

RR =
{

s′2X/s′2Y : s′2X /s′2Y < 1/F∗
α/2

}
∪
{

s′2X/s′2Y : s′2X /s′2Y > Fα/2

}
onde

Fα/2 : P(F > Fα/2) = α/2, F∗
α/2 : P(1/F > F∗

α/2) = α/2

• Teste unilateral à direita

H0 : σ2
X = σ2

Y ⇐⇒ σ2
X/σ2

Y = 1 vs H1 : σ2
X > σ2

Y ⇐⇒ σ2
X/σ2

Y > 1

ET : F =
S′2

X
S′2

Y
∼ F(m − 1, n − 1)

p − value = p1 = P(F ≥ Fobs | H0)

RR = {F : F > Fα} ou RR =
{

s′2X /s′2Y : s′2X/s′2Y > Fα

}
• Teste unilateral à esquerda

H0 : σ2
X = σ2

Y ⇐⇒ σ2
X/σ2

Y = 1 vs H1 : σ2
X < σ2

Y ⇐⇒ σ2
X/σ2

Y < 1

ET : F =
S′2

X
S′2

Y
∼ F(m − 1, n − 1)

p − value = p2 = P(F ≤ Fobs | H0)

RR = {F : F < 1/F∗
α } ou RR =

{
s′2X /s′2Y : s′2X/s′2Y < 1/F∗

α

}

Exercício 3.4 (Exercício 8.24 do livro). Um certo produtor de vinho garante às autoridades de fiscalização que o
seu vinho tem uma acidez média não superior a 0.5 g/l. Assume-se que o teor de acidez é uma variável aleatória
com distribuição normal de parâmetros desconhecidos.

(a) Com base numa amostra de dimensão n, formalize um teste de hipóteses que lhe permita analisar a
veracidade do afirmação do produtor.
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#

#

(b) Observada uma amostra de 20 garrafas, obteve-se média de 0.7 g/l e um desvio-padrão corrigido de 0.08.
As autoridades de fiscalização deverão agir contra o produtor? Justifique a sua resposta através de um
teste de hipóteses adequado.

#

#

Exercício 3.5 (Exercício 8.31 do livro). Uma repartição de finanças tem dois funcionários que recebem declarações
de impostos. Suponha que o tempo que cada funcionário leva para atender uma pessoa tem distribuição normal,
com desvio padrão igual a 2 minutos. O Sr. Diogo Costa, ao chegar para entregar a sua declaração, verifica
que a fila junto ao balcão A tem 20 pessoas, enquanto a fila junto ao balcão B tem 15 pessoas e, naturalmente,
opta por esta. Quando começa a ser atendido (uma hora e quinze minutos depois), o Sr. Diogo percebe que a
vigésima primeira pessoa da fila ao lado acaba de ser atendida. Pode-se dizer que o tempo médio gasto pelos
dois funcionários para atender uma pessoa é idêntico?
#
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#

Exercício 3.6 (Exercício 8.32 do livro). Para avaliar a qualidade do ambiente nas duas maiores cidades portuguesas
são consideradas duas variáveis aleatórias, X e Y, que representam o número de partículas suspensas no ar
(microgramas/m3) em Lisboa e no Porto, respetivamente (quanto mais partículas em suspensão, pior a qualidade
do ar). Suponha que as duas variáveis aleatórias seguem uma distribuição normal. O Ministério do Ambiente
recolheu duas amostras casuais: uma de tamanho 16 em Lisboa e outra de tamanho 13 no Porto. Os resultados
observados são os seguintes: x = 92.9, s′X = 25.4, y = 86.1, s′Y = 28.1.

(a) Com base num teste de hipóteses adequado, mostre que a igualdade de variâncias das duas variáveis
aleatórias não é rejeitada. Considere α = 0.05.

#

#

(b) Assumindo variâncias iguais em Lisboa e no Porto, determine o p-value do teste adequado para avaliar se
a qualidade do ar é pior no centro de Lisboa do que no centro do Porto?

#
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#

3.8 Grandes amostras

Quando n for grande (n > 30), recorremos ao TLC para obter distribuições assintóticas para as estatísticas de
teste. Consideramos que todas as ET acima mencionadas seguem assintoticamente uma distribuição normal
padrão.

Exercício 3.7 (Exercício 8.39 do livro). Numa empresa de aluguer de viaturas, o principal parâmetro para a
definição da tarifa diária de aluguer de viaturas ligeiras de passageiros na categoria de quilometragem ilimitada
é o número médio de quilómetros percorridos diariamente, que, à tarifa em vigor, se assume não ser superior a
275. Para avaliar se é necessário rever este tarifário, foi recolhida uma amostra casual de 500 alugueres nesta
categoria, tendo-se verificado uma média de 278.5 e uma variância corrigida de 6430.5. Através de um teste de
hipóteses adequado e, considerando α = 0.05, avalie se é necessário rever a tarifa diária para este tipo de aluguer.
#

#
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Capítulo 4

Regressão linear

4.1 Introdução

• Greene (Econometric Analysis, 1997) define Econometria como o “domínio da Economia que se preocupa
com a aplicação da Estatística Matemática e dos instrumentos da Inferência Estatística à medição empírica
das relações postuladas pela teoria económica.”

• Ponto de partida: estudar, com base em dados, um determinado fenómeno de natureza económica.
Exemplos: evolução do consumo das famílias, PIB, dívida, . . .

Definição 4.1. Modelo teórico:

• A teoria (bom senso e/ou intuição) leva a construir um modelo teórico que é sempre uma representação
abstracta (uma aproximação) da realidade.

• Este modelo estabelece uma relação entre variáveis.

• Os modelos que se vão estudar consistem na análise do comportamento de uma variável dependente, z,
como função de outras variáveis w1, w2, . . . , wp (denominadas variáveis independentes ou explicativas)
z = h(w1, . . . , wp), onde a relação geralmente envolve um conjunto de parâmetros (α1, . . . , αk) ∈ Rk.

• É uma função no sentido matemático do termo: a cada valor do argumento corresponde um único valor da
função.

Exemplo 4.1. Função consumo, consumo = f (rendimento):

consumo = α1 + α2rendimento,

onde 0 < α2 < 1 é a propensão marginal ao consumo (incremento no consumo de uma pessoa quando há um
acréscimo no seu rendimento).

Exemplo 4.2. Função de produção de um bem (Cobb-Douglas), Q = f (K, L), onde K, L são fatores produtivos,
por exemplo K = capital investido, L = trabalho (labour):

Q = α1 Kα2 Lα3 ,

α2 e α3 representam elasticidades da quantidade produzida em relação ao capital e ao trabalho, respetivamente.

Nota. Relembrar da Matemática I: a elasticidade de uma variável X face a uma variável Y corresponde à variação
percentual que ocorre em X por cada variação percentual unitária (variação de 1pp) que ocorre em Y.

Exemplo 4.3. Função de produção de substituição de elasticidade constante (modelo muito mais complicado):

Q = β
[
(1 − δ)L−ρ + δK−ρ

]−γ/ρ ,

com β, γ > 0, 0 < δ < 1.

41
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• Apenas vamos estudar os modelos que envolvem uma relação linear (ou linearizável) em relação aos
parâmetros porque abrangem uma variedade significativa de situações e são de tratamento matemático
mais fácil.

• Uma relação linear relativamente aos parâmetros β1, . . . , βk pode ser definida como y = β1x1 + β2x2 +
. . . + βkxk, independentemente de a forma funcional ser linear ou linearizável.

• Linearidade relativa aos parâmetros:

z = α1 + α2w + α3w2

é linear relativamente aos parâmetros αi, mas não relativamente à variável w.

• Linearidade relativa às variáveis:

z = α1 + α2w2 + α2
3w3

é linear relativamente às variáveis w2, w3, mas não é linear (nem linearizável) relativamente aos parâmetros αi.

Exemplo 4.4. Relações lineares ou linearizáveis:

• Linearidade relativa aos parâmetros

consumo = β1 + β2rendimento.

• A relação

Q = α1 Kα2 Lα3

admite linearização através da aplicação da função logarítmo

ln Q = ln α1 + α2 ln K + α3 ln L ⇐⇒ ln Q = A + α2 ln K + α3 ln L,

onde A = ln α1 é uma constante.

• A relação seguinte não é linear nem é linearizável (não estudamos esses casos aqui)

Q = β
[
(1 − δ)L−ρ + δK−ρ

]−γ/ρ .

• Iremos estudar modelos definidos como

z = h(w1, w2, . . . , wp)

ou, depois de uma possível linearização (assumimos sempre x1 = 1)

y = β1 + β2x2 + β3x3 + · · ·+ βkxk.

Este modelo teórico não é um modelo estatístico. Porquê?

Nota . Antes de converter o modelo acima num modelo estatístico, é importante abordar duas questões:

1. Qual a natureza (aleatória ou determinística) das variáveis envolvidas no modelo? Vamos postular que as
variáveis do modelo, assim como as suas observações, são de natureza aleatória.

2. Flexibilidade relacional do modelo teórico: ao considerar

y = β1 + β2x2 + β3x3 + · · ·+ βkxk,

está implicito que os únicos fatores explicativos de y são x1, x2, . . . , xk, o que é geralmente uma hipótese absurda!
A flexibilidade obtém-se introduzindo uma variável adicional u que abrange todos os fatores que não foram
considerados e que podem afetar o comportamento de y.
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• Incorporando u no modelo y = β1 + β2x2 + β3x3 + · · ·+ βkxk permite-nos obter

y = β1 + β2x2 + β3x3 + · · ·+ βkxk + u.

Note que u não é observável.

Definição 4.2 (Variável residual). A variável u introduzida acima chama-se variável residual e representa tudo o
que precisa ser adicionado a β1 + β2x2 + β3x3 + · · ·+ βkxk para se obter y.

Exemplo 4.5. Pretende-se estudar o efeito da escolaridade sobre o salário. É consensual admitir que, para além
da escolaridade, outras variáveis influenciam o salário, como por exemplo a experiência profissional, o setor de
atividade, etc:

• salar: salário mensal médio num determinado ano do trabalhador;

• educ: número de anos de escolaridade do trabalhador;

• exper: número de anos de experiência profissional após atingir o nível de escolaridade;

• empc: número de anos de trabalho no emprego corrente;

• mulher: variável binária, assume valor 1 se mulher e 0 se homem.

Para modelo original pode propor-se uma função exponencial:

salar = exp(α1 + α2educ + α3exper + α4empc + α5mulher).
Linearizando obtém-se

lsalar︷ ︸︸ ︷
ln (salar)︸ ︷︷ ︸

y

= α1︸︷︷︸
β1

+ α2︸︷︷︸
β2

educ︸︷︷︸
x2

+ α3︸︷︷︸
β3

exper︸ ︷︷ ︸
x3

+ α4︸︷︷︸
β4

empc︸ ︷︷ ︸
x4

+ α5︸︷︷︸
β5

mulher︸ ︷︷ ︸
x5

.

Introduzindo a variável residual:

lsalar = α1 + α2educ + α3exper + α4empc + α5mulher + u.

4.2 Tipos de dados económicos

• Para realizar uma análise econométrica, precisamos de dados.

• A econometria, como mencionado anteriormente, desenvolveu-se como uma ferramenta estatística inde-
pendente, principalmente devido à especificidade dos dados em estudo.

• Em geral, os dados disponíveis são observacionais, ou seja, não experimentais (ex. taxas de juro).

• O tipo de dados disponíveis é uma questão crucial, pois determina tanto os tipos de perguntas que podem
realmente ser respondidas quanto os tipos de técnicas que devem ser usadas.

• Existem basicamente três tipos de dados: dados seccionais, séries temporais e dados em painel.

Definição 4.3 (Dados seccionais). Uma amostra de indivíduos (ou empresas, países, etc.) observada num instante
específico. Exemplos: dados sobre rendimentos anuais de famílias, dados sobre o desemprego, . . .

Definição 4.4 (Séries temporais). Observações sobre um conjunto de variáveis ao longo do tempo para uma
unidade estatística (indivíduo, indústria, setor, país, etc.). Exemplo: taxas de juro.

• A frequência de observação dos dados é importante (diária, semanal, mensal, anual).

• Os dados são naturalmente ordenados cronologicamente.

• Naturalmente supõe-se que existe dependência das observações ao longo do tempo, pois o passado em
geral é relevante.

Definição 4.5 (Dados em painel). Dados em painel são dados no qual o comportamento de várias entida-
des/indivíduos é observado ao longo do tempo. Essas entidades podem ser países, empresas, indivíduos,
etc.
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Figura 4.1: Exemplo de dados seccionais.

Figura 4.2: Exemplo de uma série temporal.

Figura 4.3: Exemplo de dados em painel.
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4.3 O modelo de regressão linear

Definição 4.6 (Modelo de regressão linear). O modelo de regressão linear é definido por

y = β1 + β2x2 + β3x3 + · · ·+ βkxk + u,

onde:

• y: variável dependente ou regressando ou variável explicada;

• xj, j = 2, . . . , k: variável independente ou regressor ou variável explicativa;

• β j, j = 1, . . . , k: coeficientes da regressão (constantes) de cada regressor (β1 chama-se termo independente
ou constante);

• u: variável residual (variável não observada).

Atenção:

• y pode ser um regressando mas não ser uma variável explicada: y = variável explicada e ln(y) =
regressando, por exemplo.

• xj pode ser um regressor mas não ser uma variável explicativa: x2 = variável explicativa e ln(x2) =
regressor, por exemplo.

Para estimar os parâmetros (coeficientes de regressão) do modelo teórico, é necessário partir de uma amostra, de
dimensão n:

{(yt, xt2, . . . , xtk) : t = 1, 2, . . . , n}

que origina n relações amostrais

yt = β1 + β2xt2 + β3xt3 + · · ·+ βkxtk + ut,

onde ut é a variável residual associada à observação t das outras variáveis.

As n desigualdades podem apresentar-se utilizando notação matricial:


y1 = β1 + β2x12 + β3x13 + · · ·+ βkx1k + u1
y2 = β1 + β2x22 + β3x23 + · · ·+ βkx2k + u2

...
...

...
yn = β1 + β2xn2 + β3xn3 + · · ·+ βkxnk + un

⇐⇒ Y = Xβ + U.

4.3.1 Hipóteses do modelo de regressão linear

H1 - Linearidade:
Y = Xβ + U.

• Trataremos apenas de modelos lineares (modelos mais fáceis de tratar).

H2 - Exogeneidade (os regressores são exógenos):

E(ut | X) = 0, t = 1, 2, . . . , n.

• Nenhuma da informação contida em X pode ser utilizada para calcular E(ut). Consequências importantes
deste pressuposto:

– O valor esperado não condicionado da variável residual é nulo (ver prop. do valor esperado iterado):

E(ut) = E(E(ut | X)) = E(0) = 0, t = 1, . . . , n.
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– E(yt | X) = E(β1 + β2xt2 + · · ·+ βkxtk + ut | X) = β1 + β2xt2 + · · ·+ βkxtk + E(ut | X) =
= β1 + β2xt2 + · · ·+ βkxtk + 0 = β1 + β2xt2 + · · ·+ βkxtk ⇐⇒ E(yt | X) = yt − ut ⇐⇒

ut = yt − E(yt | X)

ut continua a ser desconhecido, pois os parâmetros são desconhecidos.

– Não existe associação linear entre os regressores e a variável residual (ponto chave do modelo)

Cov(xsj, ut) = E(xsjut)− E(xsj)E(ut) = E(E(xsjut | X)) = E(xsjE(ut | X)) = E(0) = 0,

t, s = 1, . . . , n; j = 2, 3, . . . , k.

H3 - Homocedasticidade condicionada:

Var(ut | X) = σ2 > 0, t = 1, 2, . . . , n.

• A variância (condicionada) da variável residual é constante ∀t, o que implica 2 consequências importantes:

– A variância não condicionada das variáveis residuais é constante:

Var(ut) = Var[E(ut | X)] + E[Var(ut | X)] = Var[0] + E[σ2] = σ2.

– A variância condicionada do regressando yt é constante:

Var(yt | X) = Var(β1 + β2xt2 + · · ·+ βkxtk + ut | X) = Var(ut | X) = σ2.

H4 - Ausência de autocorrelação:

Cov(ut, us | X) = 0, t = 1, 2, . . . , n, t ̸= s.

• Hipótese importante para modelos com séries temporais:

– existe uma “ordem” nas observações, o que não acontece nos modelos seccionais;

– com dados temporais é frequente especificar modelos em que H4 não se verifica, i.e., Cov(ut, us | X) ̸=
0 para t ̸= s.

• Consequências:

– H2 + H4 =⇒ E(utus | X) = Cov(ut, us | X) = 0, t ̸= s, t, s = 1, . . . , n.

– Ausência de correlação (não condicionada)

Cov(ut, us) = E[E(utus | X)]− E(ut)E(us) = 0 − 0 = 0.

– As covariâncias condicionadas entre as observações do regressando não dependem das observações
dos regressores:

Cov(yt, ys | X) = Cov(ut, us | X) = 0, t ̸= s.

H5 - Não existência de multicolinearidade exata. A caraterística da matriz X é igual a k (número de coeficientes
de regressão) e k < n:

• Hipótese mais técnica que se destina a garantir que a matriz XTX admite inversa (XTX)−1, isto é, as
colunas da matriz X são linearmente independentes.

• Não existência de multicolinearidade: xj não é combinação linear dos restantes regressoress j = 1, . . . , k:

xj ̸= γ1 + γ2x2 + · · · γj−1xj−1 + γj+1xj+1 + · · ·+ γkxk.

• Exemplo de multicolinearidade: x2 : rendimento euros e x3 : rendimento em milhares de euros =⇒ x2 =
1000x3.
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H6 - Distribuição normal da variável residual condicionada por X (útil para a inferência estatística no MRL):

ut | X ∼ N (0, σ2).

Nota . Matriz de variâncias-covariâncias, U:

• As hipóteses H3 e H4 permitem determinar a matriz de variâncias-covariâncias U condicionada por X:

Cov(U | X) =


Var(u1 | X) Cov(u1, u2 | X) · · · Cov(u1, un | X)

Cov(u2, u1 | X) Var(u2 | X) · · · Cov(u2, un | X)
...

...
. . .

...
Cov(un, u1 | X) Cov(un, u2 | X) · · · Var(un | X)


• Sob H3: elementos da diagonal são todos σ2.

• Sob H4: restantes elementos são nulos.

Cov(U | X) =


σ2 0 · · · 0
0 σ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · σ2

 = σ2 In

O único parâmetro desconhecido desta matriz é σ2.

4.4 Método dos mínimos quadrados

• Verificadas as hipóteses H1 a H5, os parâmetros a estimar são :

β1, β2, . . . , βk e σ2.

• Os parâmetros são estimados através do método dos mínimos quadrados.

• Iremos obter as estimativas (e outras informações) através de outputs de software (MS Excel e STATA).

Definição 4.7. Estimador para β:

β = (β1, . . . , βk).

Para estimar β parte-se de:

• uma amostra com n observações das k variáveis e de y;

• β̃ = (β̃1, . . . , β̃k): “aproximação” para β.

Método dos mínimos quadrados:

Obter o vetor b = (b1, b2, . . . , bk) que minimiza a soma do quadrado dos resíduos:

φ(β̃) =
n

∑
t=1

ũ2
t =

n

∑
t=1

(yt − xt · β̃)2 =
n

∑
t=1

(valor.obst − valor.aproxt)
2 =

n

∑
t=1

(residuot)
2

=
n

∑
t=1

(yt − (β̃1 + β̃2xt2 + · · ·+ β̃kxtk))
2.
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Exemplo 4.6. Modelo com um regressor e uma constante: y = β1 + β2x + u.

ũt = yt − (β̃1 + β̃2xt2) = yt − xt · β̃,

com β̃ = (β̃1, β̃2) e xt = (1, xt2).

Como obter b?

• O vetor b minimiza a soma dos resíduos quadrados e dá-nos o modelo (“reta”) ajustado. É possível mostrar
que:

(XTX)b = XTY ⇔︸︷︷︸
H5: XTX é invertível

b = (XTX)−1XTY.

• A escolha de minimizar o quadrado dos resíduos tem por principal consequência a de dar maior peso aos
grandes resíduos em detrimento dos pequenos.

• Exemplo (modelo com um regressor e uma constante):

b2 =
n ∑n

t=1 xtyt − (∑n
t=1 xt) (∑n

t=1 yt)

n ∑n
t=1 x2

t − (∑n
t=1 xt)

2 , b1 = ȳ − b2 x̄.

Definição 4.8 (Função de regressão linear ajustada). Uma vez determinado o estimador (e a estimativa) de
mínimos quadrados (MQ) dos coeficientes de regressão

b = (XTX)−1XTY = (b1, . . . , bk)

obtém-se a função de regressão linear ajustada (aos dados):

ŷt = b1 + b2xt2 + · · ·+ bkxtk.

b − β representa o desvio entre o estimador b e o verdadeiro valor do vetor dos coeficientes de regressão, β:

b = (XTX)−1XT Y︸︷︷︸
Xβ+U

= (XTX)−1XT(Xβ + U) = β + (XTX)−1XTU ⇐⇒

⇐⇒ b − β = (XTX)−1XTU ⇐⇒ (XTX)(b − β) = XTU.

Este desvio nunca pode ser determinado de forma exata, porque U não é observável.

Definição 4.9 (Resíduos dos mínimos quadrados). O resíduo dos mínimos quadrados relativo à observação t é
dado por:

ût = yt − ŷt, t = 1, 2, . . . , n

Em notação matricial,

Û =


û1
û2
...

ûn

,

 Ŷ =


ŷ1
ŷ2
...

ŷn

 = Xb =⇒ Û = Y − Xb = Y − Ŷ.

Nota . É importante não confundir o seguinte:

• resíduos MQ ̸= variáveis resíduais, ût ̸= ut.

• função de regressão linear teórica ̸= função de regressão linear ajustada:

– regressão linear teórica: E(yt | X = x) = β1 + β2xt2 + · · ·+ βkxtk.

– regressão linear ajustada: ŷt = Ê(yt | X = x) = b1 + b2xt2 + · · ·+ bkxtk.
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– o valor bj representa a estimativa MQ de β j, j = 2, . . . , k.

4.5 Interpretaçaõs dos parâmetros estimados

As interpretações são feitas em termos do valor esperado condicionado de Y

E(Y | X) = E(yt | xt2, . . . , xtk) = β1 + β2xt2 + · · ·+ βkxtk,

onde, para cada conjunto (xt2, . . . , xtk) é estimado por

ŷt = b1 + b2xt2 + · · ·+ bkxtk.

Para exemplificar as situações mais correntes, consideram-se dois exemplos::

1. Variável y é a variável de interesse

E(yt | xt2, . . . , xtk) = β1 + β2xt2 + · · ·+ βkxtk =⇒ ŷt = b1 + b2xt2 + · · ·+ bkxtk.

· β j: representa a variação marginal, ou seja, a variação em E(y | X) quando xj aumenta uma unidade, tudo o
resto mantendo-se constante (ceteris paribus), j = 2, · · · , k;

· β1 : termo independente (em geral, não possui interpretação própria).

2. Variável de interesse z com y = ln(z), x2 = ln w2 e x3, . . . , xk não resultam de transformação.

E(ln zt | wt2, xt3 . . . , xtk) = β1 + β2 ln wt2 + β3xt3 + · · ·+ βkxtk

⇐⇒

E(yt | xt2, · · · , xtk) = β1 + β2xt2 + β3xt3 + · · ·+ βkxtk =⇒ ŷt = b1 + b2xt2 + b3xt3 + · · ·+ bkxtk.

A interpretação dos parâmetros deve ser feita agora de forma mais cuidadosa:

· β2: representa a variação marginal, ou seja, a variação em E(ln z | X) quando ln w2 aumenta uma unidade, tudo
o resto mantendo-se constante (ceteris paribus); esta interpretação não tem interesse (ver ponto seguinte);

· β2: representa uma elasticidade pontual de z (ou melhor, do valor esperado condicional de z) em relação a
w2, ou seja, quando w2 varia em 1%, o valor esperado condicional de z irá variar aproximadamente β2%, ceteris
paribus;

· β j, j = 3, · · · , k: representa a semi-elasticidade pontual de z (ou melhor, o valor esperado condicional de z)
em relação a xj. Em termos concretos, quando xj aumentar uma unidade, o valor esperado condicional de z irá
alterar aproximadamente 100β j%, j = 3, · · · , k, c.p.;
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· A variação percentual exata em z é dada por

100(ebj∆xj − 1).

Para uma melhor compreensão recomenda-se a leitura atenta do Capítulo 10 do livro de referência, onde estes
aspetos são apresentados de forma pormenorizada.

Resumo

escala y escala x Interpretação

Y Xj ∆Xj = 1 =⇒ ∆E(Y | X) = β j
ln(Y) Xj ∆Xj = 1 =⇒ ∆E(Y | X) = 100β j%
Y ln(Xj) ∆Xj = 1% =⇒ ∆E(Y | X) = β j/100
ln(Y) ln(Xj) ∆Xj = 1% =⇒ ∆E(Y | X) = β j%

Exemplo 4.7.
l̂salart = 5.81505 + 0.055383educt + 0.022988expert + 0.003953empct

Interpretação das estimativas:

• A estimativa MQ da semi-elasticidade do salário (esperado) em relação ao número de anos de escolari-
dade (retorno da educação) é de 0.0554, isto é, se a escolaridade aumentar um ano, o salário aumenta
aproximadamente 100 × 0.0554% = 5.54%, c.p. (o valor exato é e0.0554 − 1 ≈ 5.69%).

• Interpretação semelhante é dada aos outros coeficientes;

• Os sinais das três estimativas coincidem com os sinais esperados para os respetivos parâmetros.

4.6 Propriedades dos resíduos de MQ

1. A soma dos resíduos é zero:

n

∑
t=1

ût = 0.

2. A soma dos produtos das observações de cada regressor pelos resíduos é zero:

n

∑
t=1

xtjût = 0, j = 1, . . . , k.

3. A soma dos produtos dos valores ajustados pelos resíduos é igual a zero:

n

∑
t=1

ŷtût = 0.

4. A soma dos quadrados das observações do regressando é igual à soma dos quadrados dos respetivos
valores ajustados mais a soma dos quadrados dos resíduos:

n

∑
t=1

y2
t =

n

∑
t=1

ŷ2
t +

n

∑
t=1

û2
t .

5. O estimador MQ de β, designado por b, condicionado ou não por X, é centrado (não enviesado):

E(b | X) = E(b) = β.

6. O estimador dos mínimos quadrados b, condicionado ou não por X, é linear em Y:

b = (XTX)−1XTY = ϕ(Y), ϕ função linear de Y.
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7. A matriz de variâncias-covariâncias do estimador dos mínimos quadrados b, condicionado por X, é

Cov(b | X) = σ2(XTX)−1,

logo,

Var(bj | X) = σ2
bj
= σ2mjj, j = 1, . . . , k,

onde mjj = elemento da diagonal de ordem j da matriz (XTX)−1.

8. O estimador MQ de β é consistente.

9. (Teorema de Gauss-Markov)

Teorema 4.1 (Gauss-Markov). Qualquer que seja o estimador β̂ de β, linear e não enviesado, o estimador b condicionado
por X é mais eficiente do que β̂ (tem menor variância). Diz-se que b é BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) para β.

Esta propriedade pode ser estendida a uma combinação linear dos coeficientes de regressão

δ = c1β1 + c2β2 + · · ·+ ckβk,

mostrando-se que δ̂ = c1b1 + · · ·+ ckbk é BLUE para δ.

Definição 4.10 (Estimador não enviesado da variância das variáveis residuais). Agora queremos estimar

σ2 = Var(ut) = E(u2
t )− E2(ut) =︸︷︷︸

E(ut)=0

E(u2
t ).

Não se pode usar σ̂2 =
1
n

n

∑
t=1

u2
t , já que ut não é observável. Utiliza-se

s2 =
1

n − k

n

∑
t=1

û2
t

que é um estimador centrado para σ2.

Podemos definir o erro padrão da regressão por

s =
√

s2.

Estimado σ2, a matriz de variâncias-covariâncias de b, condicionada por X, pode ser estimada por:

Ĉov(b | X) = s2(XTX)−1 e, em particular, V̂ar(bj | X) = s2mjj = s2
bj

.

O erro padrão da estimativa bj é dado por

sbj
=
√

V̂ar(bj | X) = s
√

mjj.

Estimado o modelo, como avaliar a qualidade do ajustamento?
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Definição 4.11 (Coeficiente de determinação). Para avaliar a “qualidade do ajustamento” (da regressão aos
dados) pode-se recorrer ao Coeficiente de determinação (corresponde ao coeficiente de correlação empírico):

R2 =
SSE
SST

= 1 − SSR
SST

, 0 ⩽ R2 ⩽ 1,

onde

Total Sum of Squares (SST): variação total na variável dependente (VT)

SST = VT =
n

∑
i=1

(yi − ȳ)2.

Explained Sum of Squares (SSE): variação (na variável dependente) explicada pela regressão (VE)

SSE = VE =
n

∑
i=1

(ŷi − ȳ)2.

Residual Sum of Squares (SSR): variação (na variável dependente) não explicada pela regressão (VR)

SSR = VR =
n

∑
i=1

(yi − ŷi)
2 =

n

∑
i=1

ûi
2.

Nota: SST = SSE + SSR ⇐⇒ VT = VE + VR.

Quanto mais próximo de 1 estiver o coeficiente de determinação, melhor é o “grau de ajustamento’ ’.

Nota . Apenas se deve usar R2 para comparar modelos que tenham a mesma variável dependente.

O coeficiente de determinação R2 tem dois grandes inconvenientes:

• Ser uma medida sumária de interpretação nem sempre fácil: o que é um valor elevado/baixo?

• Quando se acrescenta ao modelo mais um regressor, qualquer que ele seja, o R2 nunca decresce (para a
mesma amostra), pois ∑n

t=1 û2
t não cresce.

Definição 4.12 (Coeficiente de determinação ajustado). Para contornar as insuficiências da utilização de R2,
utiliza-se o coeficiente de determinação ajustado que penaliza a introdução de mais variáveis (regressores):

R2 = 1 − SSR/(n − k)
SST/(n − 1)

= R2 − (1 − R2)
k − 1
n − k

.

Este coeficiente tem o inconveniente de poder ser negativo e de nunca atingir o valor 1.

Apenas se deve usar para comparar modelos que tenham a mesma variável dependente.

4.7 Inferência estatística no modelo de regressão linear

A partir de uma amostra, podemos estar interessados em:

• Estimar os coeficientes e as suas variâncias;

• Construir intervalos de confiança para os coeficientes;

• Testar hipóteses sobre os parâmetros.

O objetivo agora é fazer inferência estatística sobre os parâmetros β j do modelo.

Exemplo: ln(sal) = β0 + β1educ + u.

Será que β1 = 0? Ou β1 < 0? Ou ainda β1 = 1?

É necessário encontrar uma estatística de teste com uma distribuição totalmente conhecida.

Nota: relembre o capítulo relativo aos testes de hipóteses!
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Inferência estatística sobre a variância das variáveis residuais

Interesse direto reduzido, mas importante em Econometria. . .

Hipóteses:

H0 : σ2 = σ2
0 vs H1 : σ2 ̸= σ2

0 (ou H1 : σ2 < σ2
0 , ou H1 : σ2 > σ2

0 ).

ET:

Q =
(n − k)s2

σ2 ∼ χ2(n − k), com s2 =
1

n − k

n

∑
i=1

û2
i .

Inferência estatística sobre um coeficiente de regressão

Hipóteses:

H0 : β j = β0j vs H1 : β j ̸= β0j (ou H1 : β j < β0j, ou H1 : β j > β0j).

ET:

Tj =
bj − β j

sbj

=
bj − β j

s
√

mjj
∼ t(n − k).

Caso particular (e muito importante): β0j = 0 (significância estatística do regressor).

Nota: no livro principal aparece tj de modo a aliviar a notação. Na regressão podemos usar tj ou Tj.

Inferência estatística sobre um coeficiente de regressão (sinal do regressor)

Hipótese:

H0 : β j = 0 vs H1 : β j > 0 (ou < 0).

ET:

Tj =
bj

sbj

∼ t(n − k).

Inferência estatística sobre uma combinação linear dos coeficientes de regressão

O objetivo agora é testar

δ = c1β1 + c2β2 + · · ·+ ckβk = cβT .

O estimador de MQ de δ é

δ̂ = c1b1 + c2b2 + · · ·+ ckbk = cbT .

Mostra-se que

tδ̂ =
δ̂ − δ

sδ̂

∼ t(n − k).

sδ̂ = s
√

c(XTX)−1cT é o erro padrão de δ̂ e pode ser obtido da matriz de covariâncias de b.
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Adiante se verá uma solução prática quando não se tem a matriz de covariâncias de b (no MSExcel não é fácil
obter essa matriz).

Teste de nulidade conjunta de coeficientes de regressão (nulidade de um subconjunto)

Averiguar se alguns dos coeficientes de regressão são conjuntamente iguais a zero.

Suponha-se que queremos testar se os últimos m = k − p coeficientes são iguais a zero:

Hipóteses:

H0 : βp+1 = 0, βp+2 = 0, . . . , βk = 0

vs

H1 : ∃ β j ̸= 0, j = p + 1, . . . , k.

Concebe-se um teste em 3 passos:

Passo 1 - Estimar o modelo sem restrições, i.e., com todos os regressores, e obter

SSR1 = VR1 =
n

∑
t=1

û2
t .

Passo 2 - Estimar o modelo com restrições, i.e., eliminando os regressores que se admite terem coeficiente nulo:

yt = β1 + β2xt2 + · · ·+ βpxtp + βp+1︸︷︷︸
=0

xtp+1 + · · ·+ βk︸︷︷︸
=0

xtk =⇒ yt = β1 + β2xt2 + · · ·+ βpxtp,

e obter

SSR0 = VR0 =
n

∑
t=1

û2
t .

Passo 3 - Comparar os modelos através da estatística

F =
(SSR0 − SSR1)/m

SSR1/(n − k)
=

SSR0 − SSR1

ms2 ∼ F(m, n − k),

onde m = k − p representa o número de restrições (número de coeficientes nulos).

Adicionalmente, s2 =
SSR1

n − k
representa uma estimativa de σ2 com base no modelo sem restrições.

Nota:

Em alternativa à utilização de SSR0 e SSR1, podemos recorrer aos respetivos coeficientes de determinação:

F =
(R2 − R2

0)/m
(1 − R2)/(n − k)

∼ F(m, n − k).

Se o teste individual de cada um dos coeficientes incluídos em H0 não rejeita a nulidade e o teste conjunto rejeita,
desconfiar de possível multicolinearidade.

Teste de significância global da regressão

Testa-se a nulidade de todos os coeficientes com exceção do termo independente:
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H0 : β2 = β3 = · · · = βk = 0 vs H1 : ∃β j ̸= 0, j = 2, . . . , k.

Não rejeitar a hipótese nula corresponde a afirmar que o modelo proposto não é globalmente adequado para
descrever o comportamento da regressão.

A estatística do teste obtém-se pelo sistema anterior, sendo agora o número de restrições m = k − 1:

F =
R2/(k − 1)

(1 − R2)/(n − k)
=

SSE/(k − 1)
SSR/(n − k)

∼ F(k − 1, n − k).

Nota final

Quando a variável residual não tem distribuição normal (violação da hipótese H6), mas a amostra é grande, o
TLC pode ser aplicado:

Tj =
bj − β j

sbj

a∼ N (0, 1).

Exercício 4.1 (Exercício 10.4 do livro (adaptado)). Num estudo sobre colesterol, recolheu-se uma amostra aleatória
de 30 pacientes, tendo-se observado as seguintes variáveis:

• x = número de gramas de gordura consumida por dia;

• y = quantidade de colesterol no sangue, em miligramas por decilitro.

Os resultados da estimação, obtidos com o MSExcel, são os seguintes:

(a) Descreva o significado de todas as letras de cor laranja.
#
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#

(b) Escreva os modelos teórico e estimado.
#

#

(c) Interprete o valor da letra P.
#

#

(d) Teste a hipótese do declive da recta ser igual a 1 contra a alternativa de ser superior a 1.
#

#

(e) Construa um intervalo de confiança a 90% para o declive da recta de regressão.
#

#

(f) A partir do intervalo construído na alínea anterior, o que pode concluir quanto à relação entre colesterol e
gordura ingerida?

#
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#

Exercício 4.2 (Exercício 10.19 do livro). Considere o seguinte modelo de regressão (a verificar as hipóteses
básicas):

yt = β1 + β2xt2 + β3xt3 + ut, t = 1, 2, · · · , 500,

onde y é o preço (em unidades monetárias) por m2 de um apartamento em determinada cidade, x2 é a área do
apartamento, e x3 é a distância ao centro da cidade em quilómetros. Estimado o modelo com o software SPSS,
obteve-se:

Nota: a coluna “Coeficientes padronizados” não é importante nesta fase.

(a) Analise sumariamente os resultados obtidos em termos estatísticos (considere α = 0.05) e práticos (“econó-
micos”), interpretando as estimativas obtidas para os coeficientes da regressão.

#
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#

(b) Teste

H0 : β2 = −2 vs H1 : β2 < −2.

No caso de não rejeitar H0, seria razoável excluir o regressor x2 do modelo?
#

#

Exercício 4.3 (Exercício 10.10 do livro). A empresa ELECTRIK pretende construir um modelo explicativo do
consumo familiar (em unidades monetárias) de energia eléctrica, y, em função do rendimento familiar, x2, do
número de indivíduos em cada família, x3, e da área do fogo respectivo em metros quadrados, x4. Os resultados
da estimação com o EXCEL encontram-se a seguir:

(a) No seu conjunto, considera que os regressores incluídos neste modelo são úteis para a explicação do
consumo? Teste a 0.05.

#
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#

(b) Observando apenas o valor-p (p-value) no quadro, diga qual ou quais dos regressores parecem ser signifi-
cativos.

#

#

(c) Critique o modelo adoptado tendo em conta o número de observações.
#

#

(d) Teste a 0.05 a hipótese de o aumento de rendimento implicar, em média, um aumento de consumo.
#

#

(e) A ELECTRIK resolveu estimar um outro modelo em que apenas incluiu o rendimento familiar como
regressor. Os resultados da estimação encontram-se a seguir:
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Teste a 0.05 a nulidade simultânea dos coeficientes respeitantes às variáveis “número de indivíduos” e “área do
fogo familiar”. Qual dos dois modelos parece preferível?
#

#

Exercício 4.4 (Exercício 10.27 do livro). Um economista de uma associação de produtores de vinho decidiu
construir um modelo explicativo do preço (em euros por garrafa) dos vinhos de determinada região demarcada,
PR. Para tal seleccionou como variáveis explicativas a classificação, de 1 a 10 pontos, dada pela revista “Espírito
do Vinho” (CL), a antiguidade da colheita em anos (ID), a quantidade produzida em milhares de garrafas (QT) e
uma variável (TN), que assume o valor 1 se o vinho tem maioritariamente uvas da casta “Touriga Nacional” e 0
caso contrário, e propôs a seguinte especificação:

LPR = β1 + β2CL + β3 ID + β4LQT + β5TN + u,

onde LPR representa logaritmo natural do preço da garrafa, LQT é o logaritmo natural da quantidade produzida.
Supondo satisfeitas as hipóteses do modelo de regressão linear múltipla, e observada uma amostra aleatória de
65 produtores (uma garrafa por produtor), estimou-se o modelo tendo-se obtido os seguintes resultados:
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Utilize uma dimensão 5% para todos os testes que tiver de realizar:

(a) Tanto no seu conjunto como individualmente, considera que os regressores incluídos neste modelo são
úteis na explicação do logaritmo do preço de venda do vinho dessa região demarcada?

#

#

(b) Interprete as estimativas obtidas para os coeficientes β2 e β4.
#
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#

(c) Construa um intervalo de confiança a 95% para β3. Interprete.
#

#

(d) Comente, justificando, a seguinte frase: “Para uma dimensão de 5% existe evidência estatística de que em
média, e em iguais circunstâncias relativamente às restantes variáveis explicativas, quanto maior for a
quantidade produzida mais baixo o preço do vinho.”

#

#

(e) Teste

H0 : β2 = 2β3 vs H1 : β2 ̸= 2β3.

#

#



Capítulo 5

Complementos ao modelo de regressão
linear

5.1 Variáveis artificiais

• Quando uma (ou mais) das variáveis explicativas é de natureza qualitativa (nominal ou ordinal), a sua
representação direta por uma variável quantitativa não é possível. Recorre-se então às variáveis artificiais
(dummy).

Exemplo 5.1. · grau de escolaridade: básico/secundário/superior (ordinal).

· género: masculino/feminino (nominal).

· distrito de residência: Aveiro/Braga/Coimbra/Porto/. . . (nominal)

Modelo de partida:

Por questões de simplicidade, consideramos o modelo com apenas um regressor quantitativo

yt = β1 + β2xt + ut.

Contudo, o que se vai dizer é válido para situações mais gerais, em que o modelo tem mais do que um regressor.

Um fator quantitativo com 2 modalidades:

• dt tem duas modalidades: A e B (exemplo: Feminino e Masculino);

• introduz-se uma variável binária d tal que

d =

{
1, se A se verifica
0, se A não se verifica

• Não se devem introduzir 2 variáveis artificiais, para não originar multicolinearidade perfeita (dummy trap).

• Se fosse introduzida

dB =

{
1, se B se verifica
0, se B não se verifica

então dB = 1 − d (multicolinearidade, i.e, a matriz XTX não é invertível).

• Nota: a variável artificial pode ter mais do que dois fatores. Ex: Trimestre 1, Trimestre 2, Trimestre 3 e
Trimestre 4.

• A variável d designa-se variável artificial (dummy).

• A escolha dos valores 0 e 1 é arbitrária, mas tem consequências na interpretação dos parâmetros.

63
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• Usualmente o nome da variável binária corresponde à situação a que se atribui o valor 1. Exemplo:

Feminino =

{
1, se Feminino
0, se Homem

• A variável qualitativa (artificial) pode ter efeito no termo independente ou no declive ou em ambos. vamos
estudar esses 3 casos.

5.1.1 Efeito apenas no termo independente

• Introduzir a variável d como um regressor

yt = β1 + δdt + β2xt + ut

onde

d =

{
1, se A se verifica
0, se A não se verifica

logo

yt =

{
(β1 + δ) + β2xt + ut, se dt = 1
β1 + β2xt + ut, se dt = 0

• Em termos de estimação, nada se altera: estima-se β1, δ e β2 a partir de yt = β1 + δdt + β2xt + ut.

• Cuidado com a interpretação a dar agora aos parâmetros β1 e δ. Em termos teóricos:

δ = E(yt | dt = 1, x1, . . . , xn)− E(yt | dt = 0, x1, . . . , xn),

isto é, δ corresponde ao incremento no termo independente quando se passa de uma observação com dt = 0 para
a situação com dt = 1.

• Acontecimento padrão (ou acontecimento referência): aquele que corresponde ao valor 0 da variável
artificial e que se inclui em β1.

5.1.2 Efeito no coeficiente de um regressor quantitativo

• Introduzir uma interação entre a variável d e o regressor quantitativo

yt = β1 + β2xt + δdtxt + ut = β1 + (β2 + δdt)xt + ut,

onde dtxt representa a interação entre o regressor quantitativo e a variável artificial:

dtxt =

{
xt, se dt = 1
0, se dt = 0

• Para todos os efeitos, dtxt comporta-se como uma nova variável (regressor). Logo

yt =

{
β1 + (β2 + δ)xt + ut, se dt = 1
β1 + β2xt + ut, se dt = 0

• Estimam-se β1, δ e β2 a partir de yt = β1 + β2xt + δdtxt + ut.
• O modelo pode agora escrever-se como

yt = β1 + β2xt + δdtxt + ut = β1 + (β2 + δdt)xt + ut.

• Interpretação dos coeficientes:

– β2: efeito marginal de xt sobre yt, quando dt = 0.

– β2 + δ: efeito marginal de xt sobre yt, quando dt = 1.

– δ: traduz a diferença dos 2 efeitos dt = 0 e dt = 1:

δxt = E(yt | dt = 1, x1, . . . , xn)− E(yt | dt = 0, x1, . . . , xn).

A variação do valor esperado de yt não é medida por δ (constante), mas por δxt (depende de xt).



5.1. VARIÁVEIS ARTIFICIAIS 65

5.1.3 Efeito no termo independente e no coeficiente de um regressor quantitativo

• Juntam-se os 2 efeitos:

yt = β1 + δ1dt + β2xt + δ2dtxt + ut

yt =

{
(β1 + δ1) + (β2 + δ2)xt + ut, se dt = 1
β1 + β2xt + ut, se dt = 0

Notas finais:

· Quando o fator qualitativo tem mais do que 2 modalidades (ex: 4 trimestres T1, T2, T3 e T4), consideram-se
tantas variáveis binárias quantas as modalidades do fator menos uma.

· Se uma variável qualitativa tem demasiadas modalidades (ex: posição da empresa no ranking das 1000 maiores
empresas portuguesas) não se podem definir as variáveis artificiais necessárias.

· Nestas situações devem agrupar-se modalidades por classes. Por exemplo, definir 5 classes de acordo com as
classificações no ranking: 1 a 10, 11 a 50, 51 a 200, 201 a 500, 501 a 1000.

· Quando existem vários fatores qualitativos generaliza-se a abordagem que se acabou de ver: definir as variáveis
artificiais necessárias a cada fator e inclui-las no modelo (efeitos no termo independente e/ou coeficientes).

Exercício 5.1 (Exercício 11.1 do livro). Considere o seguinte modelo de regressão linear para explicar o comporta-
mento do consumo de leite das crianças de determinado país que frequentam o ensino básico:

yt = β1 + β2xt2 + ut,

onde yt representa o consumo de leite pela criança t, e xt2 o rendimento per capita da família a que pertence a
criança t.

(a) Reespecifique o modelo de forma a incluir os efeitos do sexo e do local de residência (campo ou cidade)
sobre o termo independente.

#

#

(b) Qual é o consumo autónomo de uma criança do sexo masculino que resida na cidade?
#

#
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5.2 Testes de alteração de estrutura

• Suponha-se que num modelo de regressão linear é possível dividir as observações das variáveis em grupos
de forma a que seja possível estimar separadamente os coeficientes do modelo para cada um dos grupos:

grupo 1: n1 observações
grupo 2: n2 observações

}
n = n1 + n2

• Para cada grupo, considera-se um modelo diferente

{
yt = β11 + β21xt2 + · · ·+ βk1xtk + ut, t = 1, . . . , n1
yt = β12 + β22xt2 + · · ·+ βk2xtk + ut, t = n1 + 1, . . . , n

com β ji tal que j : regressor (j = 1, . . . , k) e i : grupo (i = 1, 2).

• Podem-se juntar os 2 modelos introduzindo a dummy

dt =

{
0, t = 1, 2, . . . , n1
1, t = n1 + 1, . . . , n

e utiliza-se o modelo

yt = β1 + δ1dt + β2xt2 + δ2dtxt2 + · · ·+ βkxtk + δkdtxtk + ut

• Tem-se que δj = β j2 − β j1, para j = 1, . . . , k. Ex: δ2 = β22 − β21.

Se não recorrermos à introdução de variáveis artificiais podemos aplicar o teste de Chow:

Definição 5.1 (Teste de Chow (sem recurso às variáveis artificiais)). Supondo n1 > k e n2 > k, o teste consiste em:

• Hipóteses:

H0 : β1j = β2j, permanência de estrutura (não existe alteração na estrutura)

vs

H1 : ∃j β1j ̸= β2j, j = 1, 2, . . . , k, existe alteração de estrutura

• Estatística de teste:

– Estima-se o modelo com as n observações (modelo restrito) e calcula-se VR0 =
n

∑
t=1

û2
t .

– Estima-se o modelo com n1 observações do grupo dt = 0 e calcula-se
n1

∑
t=1

û2
t .

– Estima-se o modelo com n2 observações do grupo dt = 1 e calcula-se
n

∑
t=n1+1

û2
t .

– É possível mostrar que VR1 = ∑n1
t=1 û2

t + ∑n
t=n1+1 û2

t .

A estatística de teste é

FChow =
(VR0 − VR1)/k
VR1/(n − 2k)

∼ F(k, n − 2k).

• Região de rejeição: aba direita.

• Não rejeitar significa que não há alteração de estrutura, ou seja, não é necessário “dividir” o modelo!

Recorrendo à introdução de variáveis artificiais podemos aplicar um teste mais geral:

Definição 5.2 (Testes de alteração de estrutura (com recurso às variáveis artificiais)). O teste consiste em:

• Hipóteses:
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H0 : δ1 = δ2 = · · · = δk = 0, permanência de estrutura (não existe alteração na estrutura)

vs

H1 : ∃j δj ̸= 0, existe alteração de estrutura

É um teste habitual de nulidade de um subconjunto de parâmetros, comparando o modelo sem restrições com o
modelo com as restrições dadas por H0.

• Estatística de teste:

F =
(VR0 − VR1)/k
VR1/(n − 2k)

∼ F(k, n − 2k).

• Região de rejeição: aba direita.

• Não rejeitar significa que não há alteração de estrutura!

Exercício 5.2 (Exercício 11.22 do livro (adaptado)).

(a) Teste a adequação estatística global do modelo.
#

#

(b) O docente estimou ainda duas regressões repartindo a amostra em dois grupos: 41 alunos não repetentes e
13 alunos repetentes. As respectivas somas dos quadrados dos resíduos foram 27.5074 e 1.5138. Explique o
objectivo destas regressões e comente o resultado obtido.

#
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#

(c)

#

#
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5.3 Previsão

• O objetivo da previsão é estimar os valores previstos para a variável yt, para valores fixos das variáveis
explicativas. A previsão pode ser em média, isto é, prever E(yt | · · · ) ou pontual, isto é, prever y0 dados
valores particulares das variáveis explicativas.

• Considere-se o modelo

yt = β1 + β2xt2 + β3xt3 + · · ·+ βkxtk + ut,

e designe-se os valores para os quais se quer efetuar a previsão por (ck constantes):

xt1 = 1, xt2 = c2, xt3 = c3, . . . , xtk = ck.

Definição 5.3 (Previsão em média). O objetivo é prever

θ = E(yt | xt2 = c2, xt3 = c3, . . . , xtk = ck) = β1 + β2c2 + · · ·+ βkck.

• Estimador BLUE para θ:

θ̂ = b1 + b2c2 + · · ·+ bkck.

• Sabemos que

Var(θ̂ | X, c) = Var(cb | X, c) = cCov(b | X, c)cT = σ2c(XTX)−1cT .

• Podemos estimar σ2 por s2. Logo,

• Erro padrão da previsão em média:

sθ̂ = s
√

c(XTX)−1cT .

• Nota: nesta UC, o valor c(XTX)−1cT é fornecido nos enunciados.

Definição 5.4 (Inferência sobre a previsão em média). Admitindo a hipótese de normalidade das variáveis
residuais

θ̂ − θ

sθ̂

∼ t(n − k).

• Com este resultado podem determinar-se intervalos de confiança intervalos de previsão para

θ = (yt | xt2 = c2, xt3 = c3, . . . , xtk = ck)

e conduzir testes de hipóteses.

• Quando se abandona a hipótese de normalidade, o resultado é assintótico, sendo válida apenas para
grandes amostras.

• Intervalo de previsão a 100(1 − α)% para θ:

IP100(1−α)%(θ) =
(

θ̂ ∓ tα/2s
θ̂

)
.

• Testes de hipóteses: proceder como habitualmente.
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Definição 5.5 (Previsão pontual). O objetivo é prever y0, mantendo xt1 = 1, xt2 = c2, xt3 = c3, . . . , xtk = ck e
supondo que

y0 = β1 + β2c2 + β3c3 + · · ·+ βkxk + u0,

onde

E(u0 | X, c) = 0 e Var(u0 | X, c) = σ2.

O estimador dos mínimos quadrados de y0 é

ŷ0 = b1 + b2c2 + b3c3 + · · ·+ bkck.

• Enquanto na previsão em média se pretendia estimar E(y0 | X, c), na previsão pontual procura-se prever
os valores assumidos por y0.

• Erro padrão da previsão:

sd = s
√

1 + c(XTX)−1cT ,

onde d = y0 − ŷ0.

• Nota: nesta UC, o valor c(XTX)−1cT é fornecido nos enunciados.

Exercício 5.3 (Exercício 11.14 do livro (adaptado)). Retome-se o exercício 19 do capítulo 10 (corresponde ao
exercício 4.2 desta sebenta). Considere um apartamento com 250 m2, que dista 8 km do centro da cidade e admita
s2c(XTX)−1cT = 558.9769.

(a) Determine a previsão pontual e por intervalo (nível de confiança de 95%) para o preço médio por m2 para
um apartamento nas condições indicadas.

#

#

(b) Determine a previsão pontual e por intervalo (nível de confiança de 95%) para o preço por m2 de um
apartamento nas condições indicadas.

#



5.3. PREVISÃO 71

#
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