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Capitulo 1

Estimacao pontual

1.1 Introducao

¢ Considere-se uma amostra casual (Xj, ..., X,;) de uma populagdo com funcio de probabilidade pertencente
a familia

Fo={f(x]6):6c®)

e A forma funcional de f(-) é conhecida mas os pardmetros 6 sdo desconhecidos. Note-se que 6 pode ser um
vetor ou apenas um elemento.

* Problema: Como usar a informacdo contida na amostra para “adivinhar” (estimar) o valor do(s) parame-
tro(s) desconhecido(s) 6?

® Ideia: Fixada a dimensdo da amostra, quanto mais precisa a resposta, menor a confianga que nela se
deposita.

* A estimacdo paramétrica vai entdo desenvolver-se:

- priveligiando a precisdo == estimacdo pontual => estimativas ou

— priveligiando a confianga = estimacéo intervalar = intervalos de confianga
¢ Parametros:

- Pardmetro multidimensional. Exemplo: suponha que a valorizagdo de um activo financeiro tem
distribuicdo normal com média y e variancia 02. Observada uma amostra casual, queremos estimar 2
parametros desconhecidos (4, o), onde u representa o retorno médio e ¢ a volatilidade.

— Funcédo do(s) parametro(s) da distribuigdo. Exemplo: suponha que a distribui¢do do ntimero de
sinistros originados anualmente por uma apdlice de seguro automével tem distribuigdo de Poisson
com parametro A. Em vez de estarmos interessados no parametro A (média do fenémeno), podemos
estar interessados na probabilidade de se verificarem zero sinistros: P(X = 0 | A) = e~*. Assim,
pretende-se de estimar a funcao (1) = e~*, que traduz essa probabilidade.

¢ Ponto de partida:
- amostra casual (X1, X, ..., X,) de uma populagdo Fy = {f(x | 0) : 6 € ©O}.
— apenas 6 é desconhecido pois f(+) é conhecida.

- 6 € ©, sendo o espago do parametro, O, conhecido (tipicamente R{).

Definic¢do 1.1 (Estimador). Um estimador é uma estatistica, T(X1, X, ..., Xx), que estima alguma informagéo
sobre a populagdo. Um estimador é uma fung¢do que produz estimativas.

Exemplo 1.1. T(X1,Xp,...,Xy) = —

X, =X
n;

It

Definicdo 1.2 (Estimativa). Valor assumido pelo estimador para a amostra que se observou. Nao é uma varidvel
aleatéria, nem uma estatistica. E um ntimero (real).
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Exemplo 1.2. { = T(x1,xp,...,%y) = xX; = X.

1

Nota . Como encontrar estimadores para determinado pardmetro? Dado um ou mais estimadores, como avaliar
a sua qualidade?

1.2 Meétodo dos momentos

* Ideia: se soubermos que o pardmetro 6 que queremos estimar é a média da populagdo (momento populaci-
onal de ordem 1), entdo podemos usar a média amostral (momento amostral de ordem 1) para estimé-lo:
quanto maior a dimensdo amostra, mais semelhantes serdo os dois.

Iremos considerar uma amostra casual (X1, Xy, ..., X, ) de uma populagdo com fmp/fdp f(x | 61,65, ...,6k) com
k parametros desconhecidos.

Defini¢do 1.3 (Método dos Momentos). Os estimadores do Método dos Momentos podem ser obtidos da seguinte
1 n
forma. Seja y; = E (X¥) 0 momento populacional de ordem k e seja yy = = ) Xf-‘ o momento amostral de ordem
i=1

k.

e Passo 1: Determinar o ntimero de parametros (64, ...,60r) a estimar, L.
* Passo 2: Determinar i e igualar a yy parak =1,...,L.
* Passo 3: Resolver o sistema com L equagdes e L incégnitas em ordem a 0y, ..., 0L.

A solugio do sistema sdo os estimadores do Método dos Momentos (65, .. .,0).

Quando nao houver ambiguidade, estimador e estimativa representam-se indistintamente por 6.

Exercicio 1.1. Seja X ~ B(1,60) uma populacdo donde se retirou uma amostra casual de dimensao n com o
objetivo de estimar 6. Obtenha 6.

#

Exercicio 1.2. Seja X ~ N (p,0?) uma populacdo donde se retirou uma amostra casual de dimensio # com o
objetivo de estimar y e 2. Obtenha i e ¢2.
#
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Exercicio 1.3. Seja X ~ U(—6,6) uma populagao donde se retirou uma amostra casual de dimenséo n com o
objetivo de estimar 6. Obtenha 6.

#

Exercicio 1.4. Seja X ~ Exp(A) uma populagdo donde se retirou uma amostra casual de dimensédo n com o
objetivo de estimar A. Obtenha A.
#

1.3 Método da maxima verosimilhanca

Definicdo 1.4 (Funcao de verosimilhanga). Funcédo de probabilidade conjunta das observagdes de uma amostra
aleatéria, considerada como fung¢do do pardmetro desconhecido 6.
* (Xy,Xa,...,X,) amostra casual de uma populagdo com fmp/fdp f(x | 6).

e A fmp/fdp conjunta da amostra aleatoria

n

flxr,oxn | 0) =T f(xi|6), (x1,...,x%,) € R",

i=1
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representa a probabilidade associada & amostra especifica que foi observada (x1, x, ..., Xx).

e Fixada a amostra observada, (x1,x,...,Xy),a fungdo f(xq,...,x, | 0) pode ser interpretada como fungao
do parametro 0 e define a funcdo de verosimilhanca:

n

L(0) :=L(0 | x1,x2,...,x0) = [ [ f(xi | ), 0 cO.
i=1

e Para cada valor de 6 no espaco do parametro, L(6) determina a probabilidade de observar a amostra
especifica (x1,x2,...,Xn).

Exercicio 1.5. Seja X ~ B(1,60) uma populagdo donde se retirou uma amostra casual de dimensdo n com o
objetivo de estimar 6. Obtenha a fun¢do de verossimilhancga e observe as seguintes figuras:

#

e n=10e Y% x; =2 = L(0) = 6>(1 - 0)1°2 = 0%(1 — 9). Os valores mais verossimeis de 0 situam-se
em torno de 0.2.

0.004  0.006
| |

0.002
|

0.000

\ \ \ \ \
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

e n=10e Y% x; =7 = L(8) = 67(1—6)1°"7 = 67(1 — 6). Os valores mais verossimeis de 0 situam-se
em torno de 0.7.

0.0020
|

0.0010
|

0.0000
|

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Definicdo 1.5 (Estimador de méxima verosimilhanga). Dada a amostra observada (x1, ..., x,) procura-se uma
estimativa 6 = 0(xq, ..., x,) tal que

L(é|x1,xz,...,xn)2L(6|x1,x2,...,xn), 0 €.
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A esta estimativa corresponde o estimador =20 (X1, X2,...,Xy).
¢ Calculo do méximo: zero da primeira derivada (se existir) e segunda derivada negativa (se existir).

* Geralmente é mais fécil considerar o logaritmo da func¢do de verossimilhanca (funcao log-verosimilhanga):

1(6) = In(L(6)).

e Como o logaritmo é uma fungdo monoétona crescente, I(0) e L(#) tém o mesmo maximizante.

e Em geral, o maximizante é dado por:

dL(0)
S de

di(9)
de

221(0)
d6?

=0, <0 ou =0, <0.

* Quando ndo houver ambiguidade, estimador e estimativa representam-se indistintamente por 6 (tal como
no método dos momentos).

Nota . Devera ter especial atengdo a:

¢ O maximizante pode ndo ser um ponto interior do dominio. Relembrar que uma f.r.v.r. atinge o maximo,
caso exista, no interior de um intervalo (g, b) ou na sua fronteira (ver Matematica I).

* O EMV pode néo ser tnico.
e L(0) pode ter maximos locais.

* A fungdo de verosimilhanca (ou log-verosimilhanca) pode ndo ser diferencidvel.

Exercicio 1.6. Seja X ~ B(1,6) uma populacdo donde se retirou uma amostra casual de dimensdo n com o
objetivo de estimar 6. Obtenha 0.

#
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Exercicio 1.7. Seja (X1, ... X,) uma a.c. proveniente de uma populacdo X com fungdo probabilidade f(x | 8) =

0x91 0<x<1,06>0,e E(X) = % Determine 6 e 6.

#

Exercicio 1.8. X ~ U(0,6). Determine 6.
#
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1.3.0.1 Propriedade da Invaridncia dos EMV
Teorema 1.1. Seja § um EMV de 6 e h(u) uma fungdo biunivoca. Entdo h(8) é o EMV de h(8).

Exercicio 1.9. X ~ Po(A). Determine o EMV de P(X = 0).
#

1.4 Propriedades dos Estimadores

1.4.1 Estimadores centrados

Definicdo 1.6 (Estimador centrado). Um estimador T = T(Xy, Xy, ..., Xy) de 6 é centrado (ou ndo enviesado) se

E(T)=6, V0cO.

Nota . O valor esperado do estimador deve ser igual ao verdadeiro valor do parametro a estimar, qualquer que
seja 6 € ©. O conceito de estimador centrado s6 se aplica quando existe E(T).

Definig¢do 1.7 (Enviesamento). Se E(T) # 6, entdo o estimador diz-se enviesado e o seu enviesamento é dado por

viés(T) = E(T) — 6.

Exercicio 1.10. X ~ B(1,6). Sera § = X enviesado para 0?
#
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* O conceito de estimador centrado nédo permite distinguir estimadores que apresentem uma distribui¢do por
amostragem fortemente concentrada em torno do parametro a ser estimado de outros em que a disperséo é
claramente superior.

7

¢ Na imagem seguinte qual dos dois estimadores serd “melhor”?

estimator B

estimator A

probability density

Hx

Figura 1.1: Comparagdo entre dois estimadores centrados.

Defini¢do 1.8 (Eficiéncia). Sejam T; e T, dois estimadores centrados para 6. O estimador T é mais eficiente do
que T, quando

Var(Ty) < Var(Tp), V6 € ©.

O estimador T* é o mais eficiente para 6 quando a relacdo se verifica qualquer que seja o outro estimador T
centrado para 6.

Nota . Sobre a eficiéncia dos estimadores:
* A eficiéncia requer a existéncia de momentos de segunda ordem dos estimadores.
* A definicdo de eficiéncia apresenta dois conceitos diferentes:
— eficiéncia relativa: estabelece uma relagdo entre 2 ou mais estimadores centrados para 6.
— eficiéncia absoluta: na classe de todos os estimadores centrados para 6.

e Para obter o estimador mais eficiente, recorre-se a desiguladade de Fréchet-Cramér-Rao.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Fréchet-Cramér-Rao (limite inferior para a varidncia de um estimador)). Seja
(X1, Xa, ..., Xn) uma amostra casual de uma populacio com fmp/fdp f(x | 0), satisfazendo certas condicdes de reqularidade,
esejaT = T(Xq,Xo, ..., Xn) um estimador centrado para 0. Entdo,

Var(T) > Z@)

onde

7(6)=E [(dhl(f‘;;('@)))z] _ {W}

¢ a quantidade de informacdo do Fisher.

Nota . No calculo da quantidade de informacao do Fisher, geralmente a segunda igualdade é mais facil de
calcular. Para determinadas distribuigdes a expressdo Z(6) é conhecida:

Exercicio 1.11. Dado f(x | 8) = 0x%~1,0 < x < 1,6 > 0, mostre que Z(8) = 6 2.
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Distribuicao Quantidade de informacdo de Fisher
X ~ B(n; #) (n conhecido) Z(0) = n/[0(1 — 0)]
X ~ Po()\) Z®)=1/A

X ~ N(p,0°) (6% conhecido) Z(0) = 1/0°
X ~ N(u,0%) (i conhecido) Z(0) = 1/(20%)

X ~ G(a, A\) (« conhecido) Z(0) = o/ N

Figura 1.2: Quantidade de informagéo de Fisher.

Nota . Conhecendo o limite inferior dado pela desigualdade de Fréchet-Cramér-Rao, compara-se a variancia do
estimador em andlise com este limite:

* caso sejam iguais, ndo existe nenhum outro estimador centrado de variancia inferior e o estimador em
anélise é o mais eficiente;

¢ caso sejam diferentes: o quociente

[Z (o))"
Var(T)

fornece uma indicagédo sobre a eficiéncia relativa estimador T face ao estimador (caso este exista) de varidncia
igual ao limite inferior da desigualdade de Fréchet-Cramér-Rao.
e Eficiéncia esta associada ao conceito de estimador centrado.

* O que fazer quando se quer comparar estimadores enviesados?

Defini¢do 1.9 (Erro Quadratico Médio). Seja T = T(Xy, Xy, ..., X,) um estimador para 6. Define-se Erro
Quadratico Médio (EQM) como

EQM(T) = E [(T - 9)2} — Var(T) + (E(T) — 6)2.
Viés(T)

Nota . Relativamente ao EQM:
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¢ O EQM pondera variancia e enviesamento.
¢ Para estimadores centrados, EQM significa variancia.

® O estimador T; é “melhor” do que T, se

EQM(T;) < EQM(T5), V6 € ©.

¢ O estimador T; é o “melhor” estimador se o seu EQM for menor ou igual ao EQM de qualquer outro
estimador para 0.

* Em geral, o EQM depende de 6.

1.4.2 Consisténcia

Defini¢do 1.10 (Estimador consistente). O estimador T, = T(Xy, Xa,..., X;) diz-se consistente em média
quadratica se

lim E[(T —6)%] =0.

n—+-00

Nota . Condicdo necessdria e suficiente para que o estimador T}, seja consistente em média quadratica

lim E(T,)=6 e lim Var(T,) =0.

n—r—+o00 n—-+400

Definig¢do 1.11 (Estimador consistente ou simplesmente consistente). O estimador T, = T(Xy, Xo, ..., X,) diz-se
consistente ou simplesmente consistente se

Ve >0, lim PO—e<T,<0+¢€)=1, V0€O.

n——+00

Nota . Consisténcia em média quadratica = consisténcia simples.
Propriedades dos estimadores obtidos pelo métodos dos momentos:
* Ndo sdo tnicos, pois podem ser obtidos a custa de momentos de diferentes ordens.
* O estimador obtido pode nédo ser admissivel (ex: estimador negativo quando o parametro é positivo).
¢ Nao gozam da propriedade de invariancia.
* Em condigdes gerais:
- sdo consistentes;

— Possuem distribui¢do aproximadamente normal quando a dimensdo da amostra é muito grande
(distribuicédo assintotica)

Propriedades dos estimadores obtidos pelo método da maxima verosimilhanga:
¢ Nao sdo necessariamente centrados.
* Em condi¢des muito gerais sdo consistentes.

* Demonstra-se que se existir estimador mais eficiente (na 6tica do teorema de Fréchet-Cramér-Rao) ele é

dL()
a0

Verificadas certas condi¢des de regularidade, os estimadores de méxima verosimilhanga seguem assintoti-
camente uma distribui¢do normal. Caso haja apenas um parametro desconhecido, tem-se

\/1Z(0)(6—0) X N(0,1).

solugdo da equagdo

= 0 e portanto estimador de maxima verosimilhanca.

Exercicio 1.12. Seja



1.4. PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES 17

um estimador de y, onde (Xj, ..., X,) representa uma amostra casual de tamanho n proveniente de uma
populagdo normal com média y e variancia 2. Verifique se T é centrado para y e se é um estimador consistente

em média quadrética para y.
#
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Capitulo 2

Estimacao intervalar

2.1 Intervalos de confianga

* Nesta secgdo, em vez de se propor uma estimativa isolada 6 para 6, propde-se um intervalo (t1, f) ao qual
se associa um determinado “nivel de confianga”.

¢ Em muitos casos, o intervalo é da forma
(0—06,0+9),
onde 6 pode ser considerado como uma medida de precisdo ou medida de erro inerente a estimativa 6.

Defini¢do 2.1 (Intervalo aleatério). Sejam Ty = T1(X1,Xo,..., Xn) e To = To(X1, Xa,...,Xn), T1 < Tp, duas
estatisticas tais que

Pl <8<T)=1—ga 0<a<l

Entdo, (T1, T») é um intervalo aleatério para 6 com probabilidade 1 — a.

Defini¢do 2.2 (Intervalo de confianga). Seja (x1,x2,...,x,) um valor observado da amostra (X1, X, ..., Xy) e
t1 = T1(xq,x2,...,%n), t2 = To(x1,x2,...,x,) 0s valores observados de T e T, para essa amostra observada.

Entdo, (t1,t2) é um intervalo de confian¢a a (1 — «)100% para 6.

2.2 Varidaveis fulcrais

Defini¢do 2.3 (Variavel fulcral). Uma varidvel fulcral, Z(Xy, Xy, ..., Xy, 0):
e ¢ uma fung¢ido da amostra casual;

¢ éuma fungdo do parametro 6;

tem fmp/fdp f(z) conhecida e independente de 6;

é independente de qualquer outro pardmetro desconhecido.

Definicdo 2.4 (Obtencdo de um intervalo de confianga). Método:
1. Encontrar uma variavel fulcral Z adequada ao problema em estudo.

2. Fixada a confianga desejada (1 — «)100%, determinar os dois valores no dominio de Z, z; () e z(«), tal que

P(z1(a) < Z < zp(a)) =1—a.
3. Passar de z1(a) < Z < zp(a) para T1 (X1, Xp,..., Xyn) < 0 < Tr(Xy, X, ..., Xn), ouseja,

P(z1(0) < Z < zp(a)) = P(T1(X1, X2, ..., Xn) <0 < Tp(Xq1,Xp,...,Xn)) =1—u.

19
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4. Um intervalo aleatério com probabilidade 1 — « é:

(Ti(X1, X2, ..., Xn), T2(X1, X2, ..., Xn)) = (Tq, T).

5. Finalmente, um intervalo de confianca a (1 — «)100% para 6 é dado pela realizagdo do intervalo aleatério
para uma amostra observada:

IC(lﬂx)lOO%(g) = (Tl(xl,xz, e ,xn),Tz(xl,xz, ... ,xn)) = (tl,tz).

Nota . Em geral, apenas seguimos os pontos 1, 2 e 5. E importante observar que:
* as defini¢des acima foram apresentadas para 6, mas a generalizacdo para h(6) ¢é direta.

¢ Um intervalo de confianca é simplesmente a realizagdo particular do intervalo aleatério, da mesma forma
que uma estimativa é um valor particular de um estimador.

* Assim, atribuimos probabilidade apenas ao intervalo aleatério, ndo ao intervalo de confianca.

¢ O conceito de intervalo de confianga pode ser generalizado para dimensoes superiores (61,0, ...,60;), k > 1,
caso em que obtemos regides de confianga.

X—p

o/\n

para a média de uma populagdo normal com ¢ conhecido é

Exercicio 2.1. Considere a variavel fulcral Z = ~ N(0,1), e mostre que um intervalo de confianga a 95%

_ o _ o _ o
IC95%(H) = (x + 20.025 - \/ﬁ> = (x — 20.025 ° ﬁ , X+ 20,025 - \/ﬁ> .

2.3 Intervalos de confianca para popula¢des normais

Definicdo 2.5. Intervalo de confianca para a média com varidncia conhecida:

® Variavel fulcral: .
X—p
Z =
o/\/n

~ N(0,1).
¢ Intervalo de confianca:

_ g
IC_ay100% (1) = <x F Za/zﬁ> , D(zyp0) =1—n/2.

Definic¢do 2.6. Intervalo de confianca para a média com variancia desconhecida:
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e Varigvel fulcral:

~t(n—1).

¢ Intervalo de confianca:

!

_ s
IC(_ayr00% (1) = (x F ta/z\/ﬁ) , P(T > ty) =a/2.

Definic¢do 2.7. Intervalo de confianga para a varidncia:

e Variavel fulcral:

n—1)s?
Q: ( 0_2) NXZ(”_l)
¢ Intervalo de confianca:
n—1)s? (n—1)s?
IC(1_ay100%(0%) = (( c]z) , ( ch) > , P(Q<q1)=PQ>q)=ua/2

Considerem-se agora duas populagdes normais X; ~ N (p1,07) e X ~ N (jip,03), e duas amostras casuais
independentes (X1, X12, ..., X1m) € (X1, X22, - - -, Xon)-

Definicdo 2.8. Intervalo de confianga para a diferenca de médias com varidncias conhecidas:

e Variavel fulcral:

7 — (X1 —X2) — (11— o) ~ N(0,1).

2 2
G, %
m n
¢ Intervalo de confianga:
2 2
- = oy 0
IC(]*&)]OO%(,‘Ml - Hz) = | X1 —X2F 24,2 El + ?2

Definicdo 2.9. Intervalo de confianga para a diferenca de médias com varidncias desconhecidas (mas iguais):

e Variavel fulcral:

7 (X —X2) = ()

1 1 [(m—1)$2+(n—-1)s2
Vo T \/ BT
¢ Intervalo de confianga:

_ 1 1 [(m—=1)s?+ (n—1)s?
IC _ayr000% (M1 — p2) = (xl — X F e\ n\/ min 5 S

~tm+n—2).

Definigdo 2.10. Intervalo de confianca para a diferenca de médias com variancias desconhecidas (possivelmente
diferentes):

e Variégvel fulcral: .

(Xl - XZ) - (I/ll - ,MZ) 2‘ t(l’),
5/2 SIZ
o1, 22

m n

T =
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onde r é o maior nimero inteiro contido em

¢ Intervalo de confianca:

e
IC_ayr00% (M1 — p2) = | X1 — X2 F tay2 o

Definic¢do 2.11. Intervalo de confianca para a razdo de varidncias (722 / 012:

e Variavel fulcral: n 2
_5 .9

¢ Intervalo de confianca:

2 2
5

S
IC(1_ay100% (03 /0F) = <fls,2rfzs,22> , P(F<fi)=P(F>f) =a/2.
1 1

Nota . Pela tabela 8 podemos obter f, diretamente, enquanto que f; é obtido da seguinte forma:
e ir a tabela 8 e nos valores de F(n — 1, m — 1) encontrar o valor f que tem uma probabilidade a direita de

w/2;
1
e fazer f1 = F

Exercicio 2.2 (Exercicio 7.31 do livro). Considere uma populacdo com distribuicdo normal de parametros
desconhecidos, donde foi recolhida uma amostra casual de dimens&o 25. Suponha que a amostra forneceu os

seguintes resultados:

25 25
Y x;=75e ) x7 =321
i=1 i=1

(a) Construa um intervalo de confianca de 95% para a média.

#
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(b) Construa um intervalo de confianga de 95% para o desvio padrao.
#

Exercicio 2.3 (Exercicio 7.30 do livro (adaptado)). Com base numa amostra casual de 16 observagdes, retirada
de uma populagdo normal, construiu-se, pelo processo habitual, o seguinte intervalo de confianga para o valor
esperado: (7.398, 12.602).

(a) Sabendo que, com a informagdo da amostra, se obteve s = 3.872, qual é o grau de confianca que pode
atribuir ao intervalo de confianca atras referido?
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(b) Com base na mesma amostra, construa um intervalo de confianga a 95% para a variancia da populagao.
#

2.4 Intervalos de confianca para grandes amostras

Quando 7 for grande (1 > 30), recorremos ao TLC para obter intervalos assintéticos. Consideramos que todas as
varidveis fulcrais acima mencionadas seguem assintoticamente uma distribui¢do normal padrao.

Exercicio 2.4. Suponha que o gasto anual com bens de consumo dos habitantes das cidades A e B esta associado
a varidveis aleatdrias com distribui¢do normal de parametros desconhecidos. Foram inquiridas 100 pessoas da
cidade A e observou-se um gasto médio anual de 5100 unidades monetérias (u.m.) e um desvio padrao corrigido
de 1020 u.m. Foram ainda inquiridas 125 pessoas da cidade B tendo-se verificado uma média de 6150 u.m. com
um desvio padrdo corrigido de 1300 u.m. Recorrendo a um intervalo de confianga a 95%, verifique se é possivel
afirmar que o gasto médio anual com bens de consumo é maior em alguma das duas cidades.

#



Capitulo 3

Testes de hipoteses paramétricos

3.1 Introducao

Ideia
* Estabelecer uma conjetura sobre aspetos desconhecidos da distribuicdo da populacéo.

¢ Verificar se a informacéo existente na amostra observada (x1,...,xy) suporta ou ndo essa conjetura.

Definicdo 3.1 (Hipotese estatistica). Qualquer conjetura sobre aspetos desconhecidos da distribuigdo (forma
funcional, parametros, etc) de X.

Exemplo 3.1. X ~ exp(A =2)?, X ~ N (u,0?)?
Definicao 3.2 (Hipotese ndo paramétrica). A hipétese é feita sobre a distribuigdo (forma funcional) de X.
Exemplo 3.2. X ~ F(-)?, X ~ N(-,-)?

Definigao 3.3 (Hipotese paramétrica). A hipétese é feita sobre pardmetros da distribuicdo de X. Neste caso, a
distribuicdo de X é conhecida.

Exemplo 3.3. X ~ N(u =1,02)?, X ~ exp(A = 2)?
Nota . Nesta UC apenas iremos estudar hipoteses paramétricas.

Exercicio 3.1 (Exercicio 8.1 do livro). Para cada uma das seguintes proposicdes, indique se é ou ndo uma hipétese
estatistica:

(@) p=3.

(b) ¥ = 4.

(©) P(X <25)=04.
(d) 2<o<3.

(e) X <3
#

25
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3.2 Testes de hipéteses
Definigdo 3.4 (Hipotese nula e hipétese alternativa). Seja X ~ f(x | 0), 6 € ©, 6 conhecido.
¢ Hipoétese nula (geralmente corresponde ao que suspeitamos ser verdade):
Hp: 0 € ©p.

¢ Hipotese alternativa:
H;:0 € ©.

Qualquer hipétese parameétrica estabelece uma parti¢do {©1, @, } do espago paramétrico @ em @ e O1:

0 =0)UB, e OyNO; =Jd.
Definicdo 3.5 (Hipotese estatistica simples). Quando o subespago paramétrico contém apenas um elemento.

Definicao 3.6 (Hipotese estatistica composta). Quando o subespago paramétrico contém mais do que um
elemento.

Exemplo 3.4. Pretende-se aferir se determinada moeda ¢é equilibrada: X ~ B(1,6) e 6 = P(“sucesso”)
R

 Espago parametro: 6 € © = [0, 1].

e Hipoétese nula: Hy : 6 = 0.5 (é uma hipétese simples, neste caso).

e Hipotese alternativa: Hy : 6 # 0.5 (é uma hipétese composta, neste caso).
Definigdo 3.7 (Teste de hip6teses). E uma regra que permite especificar um subconjunto do espago amostra
(espago de resultados da amostra) W C R” tal que:

* se (x1,...,x,) € W= rejeita-se H;

* se (x1,...,x,) ¢ W =>ndo se rejeita Hy.
A decisdo é sempre referente a Hy (rejeita-se Hy ou nao se rejeita Hy).

O teste estatistico introduz uma partigio do espago amostra em duas regides, W e W
WUW=R" e WNW=g,
onde W designa a regido de rejei¢do (RR) ou regido critica (RC).

Definicao 3.8 (Estatistica de teste). Em alternativa ao acima exposto e, em quase todos os casos praticos de
interesse, é costume trabalhar-se um com uma estatistica de teste (ET):

T = T(Xl,...,Xn) = tops = T(xl,...,xn).

Neste caso, a regido de rejeicdo, W, é definida a custa da estatistica de teste:
* set,,; € Wr = rejeita-se Hy;

* se t,,s € Wr = ndo se rejeita Hy.

Em resumo, os componentes de um teste de hipétese estatistico sdo:
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Hipétese nula, Hp: mantida, a menos que existam evidéncias que mostrem o contrario;
Hipétese alternativa, Hq: adotada se Hy for rejeitada;
Estatistica de teste, T = T(Xj, ..., X,): com base na qual serd feita a regra de decisdo;

Regido de rejei¢do (RR), Wr: a regra de decisdo.

Tipos de erro

O teste de hip6teses é realizado com base numa amostra casual (ndo temos acesso a toda a populagdo).
Assim, a decisdo de rejeitar, ou ndo, a hip6tese nula pode estar errada!
Devemos considerar dois tipos de erro:

— Erro do tipo I (ou erro de 1° espécie): rejeitar Hy quando Hj é verdadeira.

— Erro do tipo II (ou erro de 2* espécie): ndo rejeitar Hy quando Hy é falsa.

Vamos dividir o nosso estudo em 3 casos: hipoteses simples vs hipdteses simples, hipéteses simples vs
hipé6teses composta e testes bilaterais.

3.3 Hipéteses simples vs hipdteses simples
Hy:0=0p versus Hy:0 =04
Decisdo/Realidade Ho verdadeira Ho falsa
Rejeitar Hy Erro de 17 espécie Decis3do correta
a=P(teW]|6=0b) B=PteW]|0O=06)
N3o rejeitar Hy Decisao correta Erro de 27 espécie
1—a=Pt¢gW|0=0)|1—8B=Pt¢W|0=06)
e Dimensdo do teste: « = P(rejeitar Hy | Hy verdadeira) = P(rejeitar Hy | 6 = 6).
* Poténcia do teste: B = P(rejeitar Hy | Hy falsa) = P(rejeitar Hy | 6 = 67).
¢ Jdealmente: menor valor de « e maior valor de S.
* A redugdo das duas probabilidades de erro (ou de uma delas fixando a outra) s6 se consegue aumentando
a dimensdo da amostra (ver exemplo a seguir).
¢ Ao alterar a RR, obtém-se outros valores para a e B (ver exemplo a seguir).
¢ Na impossibilidade de minimizar simultaneamente os 2 tipos de erro, recorremos ao Lema de Neyman-
Pearson de forma a obtermos o teste mais potente (este semestre ndo falaremos da aplicagdo deste Lema).
Exemplo 3.5.
X~N(o*=4), Hy:u=10 vs Hy:pu=14:
n| RR: W={(x1,....,xa) : X >k} | a=P(T € Wr |p=10) 1—-8="Pr(T & Wr | n=14)
k=125
1 W = {x1 : x3 > 12.5} 0.1056 0.2266
k=125
2 W = {(x1,x2) : X > 12.5} 0.0384 1 0.1446 1
k =135
2 W = {(x1,x2) : X > 13.5} 0.0068 1 0.3632 t




28 CAPITULO 3. TESTES DE HIPOTESES PARAMETRICOS
Exercicio 3.2 (Exercicio 8.5 do livro). A duragdo em horas, X, de um determinado tipo de componente tem
distribui¢cdo normal com desvio padrao igual a 50. Para testar:

Hp: u =250 vs Hy:u =200,
a regra de decisdo é: rejeitar Hp se x < 230 .

(a) Se adecisao for tomada com base numa amostra casual de 16 componentes, calcule a dimens&o e a poténcia
associadas a este teste.

(b) Qual deverd ser a dimensdo minima da amostra para que a probabilidade de cometer o erro de tipo I seja
menor a 0.0257

3.4 Hipoétese simples vs hipéteses compostas

Hy:0=06¢ versus H1:0>601 ou H;:0<6;

* Nada se altera relativamente ao erro de primeira espécie (a dimenséao do teste, a, apenas depende de Hp).
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¢ A probabilidade do erro de 2% espécie, 1 — j3, e a poténcia do teste, 3, passam a ser uma funcio de 6.
Definic¢do 3.9 (Fungédo poténcia). Teste Hy: 6 = 0y vs Hy : 0 > 6y, com RR W.
B(6) = P(rej. Hy | Hp falsa) = P(rej.Hy | 0 > 6p) = P((X3,...,Xn) € W | 0),

paraf € ©1 ={6:60 > 6p}.

Nota: o caso Hy : 6 < 0 é semelhante (com as devidas adaptagdes).

1.00

B

0.80

0.60

0.40

0.20

0.00

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura 3.1: Exemplo de uma fungéo poténcia.

Nota . E importante realcar que:

* Quando Hy : 8 < 6y vs Hy : 6 > 6 (hip. composta vs hip. composta unilateral) devemos proceder como se
tivéssemos Hy : 8 = 60gvs Hi : 6 > 6.

* De modo semelhante, para Hy : 6 > 6p vs Hy : 6 < 0y, devemos proceder como se tivéssemos Hy : 8 = 6
vs Hy @ 6 < 6.

e Em ambos os casos estamos a escolher o pior cendrio.

Exercicio 3.3 (Exercicio 8.16 do livro). Seja X uma varidvel aleatéria que representa a quantidade de vinho numa
garrafa de 75 centilitros. Suponha que X tem distribui¢do normal com desvio padrdo igual a 2. Para testar:

Ho: y=75vs Hy:u <75,

recolheu-se uma amostra casual de 10 garrafas, rejeitando-se a hipétese nula se X < 74.1, onde X é a quantidade
média de vinho por garrafa na amostra observada.

(a) Calcule a dimenséao deste teste.
#
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(b) Determine a fungdo de poténcia e calcule o seu valor quando y =74 e yu = 72.5.
#

3.5 Testes bilaterais

Hy:0 =10y versus Hj:0 # 6y

* Define-se a RR nas duas abas da distribuicdo da estatistica teste, atribuindo-se igual probabilidade /2 a
cada uma das 2 sub-regides.

3.6 O valor-p

¢ Fixada a dimens&o do teste, &, o resultado do teste consiste em rejeitar (ou ndo rejeitar) Hy.
* Nao se tem em conta se o valor da estatistica teste se situa longe ou perto do limiar de rejeigdo.
® O p-value é uma forma alternativa de reportar o resultado de um teste que permite ultrapassar esta
limitac&o.
Definigdo 3.10. Seja T(x1,...,x,) = typs 0 valor observado de uma estatistica de teste. O valor-p ou p—value:

* éuma ferramenta para verificar se a estatistica de teste esta na regido de rejeicdo. E também uma medida
da evidéncia para rejeitar Hy.

e quanto menor for o seu valor, menor sera a consisténcia dos dados com a hipétese (“mais se rejeita” Hy);
0

* Regra de decisdo: p — value < « = rejeita-se Hy.

3.7 Populacdes normais: teste para a média e a varidncia

Definic¢do 3.11. Teste para a média com varidncia conhecida

¢ Teste bilateral
Ho: uy=po vs Hyi: u#up
X — Ho

o/\/n
p —value = 2P(Z > |zus| | Ho)

ET: Z =

~ N(0,1)

_ o _ o
RR ={z:|z| > z4/2} ouRR = {x:x>yo+z“/2\/ﬁ}u{x:x<yoz“/z\/ﬁ}
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¢ Teste unilateral a direita
Ho: pw=mpo vs Hi: u>pup

X—‘uo

ET:Z:U/\/E

~N(0,1)

p —value = P(Z > zq | Ho)

RR={z:z >z} ouRR—{x:x>yo+za\Ur}
n

¢ Teste unilateral a esquerda

Ho: y=po vs Hy: u<upyg

) _Y_VON
ET.ZfU/\/H N(0,1)

p —value = P(Z < zys | Hp)

RR={z:z < —z,} ouRR:{x:x<y0—za\jﬁ}

Definicdo 3.12. Teste para a média com varidncia desconhecida

¢ Teste bilateral

Ho: p=po vs Hy: p#

X — o
ET: T= ~tn—1
s7yn "D

p —value = 2P(T > |tops| | Ho)

/

RR:{t: t] >t,x/2} ou RR = {x:x>y0+ta/2\s/ﬁ}u{x:x<yo—ta/2

e Teste unilateral a direita

Ho: pw=po vs Hi: u>pup

Y—140

ET: T=
S'/\/n

~tn—1)
p —value = P(T > t,s | Hp)

/
RR={t:t>t,} ouRR:{x:x>yo+tas}

NG

¢ Teste unilateral a esquerda

SI

Nz

|

31
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Ho: y=po vs Hy: u<upyg

X—P’o

ET: T=
NG

~tn—1)
p —value = P(T <ty | Ho)

_ s’
RR—{tt<—t0¢}0uRR—{ :x<ﬂ0—tlx\/ﬁ}

Defini¢do 3.13. Teste para a varidncia

¢ Teste bilateral

Hy: 0> =08 vs Hi: o> #07

ET: Q=——~x*(n—1)

p —value = 2min{py, p2} (ver defini¢do seguinte)

2
RR={9:9<q1 4/2}U{q:9> qus2} ouRR = {S’Z:s'2 < W’}U {5’2:5’2 >

n—1

¢ Teste unilateral a direita

Hy: 0> =08 vs Hi:0*>>a}

n—1)s?
ET: in( 2) ~x*(n—1)
%

p— value = p1 = P(Q = Gobs | HO)

‘7%‘72
RR={q:9>qus} ouRR = 5’2;5'2>117701

¢ Teste unilateral a esquerda

Hy : (72:0’5 vs Hi: (72<Ug
ET: Q=" ~x*(n—1)
p —value = pp = P(Q < gops | Ho)

2
RR={q:9<g1-4} ouRR:{Slz:S/z<qr1l_a(;0}

%/2(73
n—1

}
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Considerem-se agora duas populagdes normais X ~ N (ux,0%) e Y ~ N (py,0%), e duas amostras casuais
independentes (X1, Xa, ..., Xm) e (Y1,Y2,..., Yy).

Definicao 3.14. Teste a igualdade de médias com varidncias conhecidas

¢ Teste bilateral

Holyxzyy@yx—ﬂyzo %) Hliﬂx#}ly<:>}lx—]xly7é0

X-Y
ET: Z=———— ~N(0,1)
0% 0y
74_7
m n

p —value = 2P(Z > |zyps| | Ho)

- - 0% 03
RR={z:|z| > z40} OUuRR = [x—Y|: [X Y| > 242 a—i—?

e Teste unilateral a direita

ET: 7= 2= Y ~ N(0,1)
0% oy
X4
m n

p —value = P(Z > z,, | Ho)

% o2
RR={z:2>2,} OURR=(X—Y:X—7 >z, %—k%
¢ Teste unilateral a esquerda
Ho: px=py vs Hi:px <py
X-Y
ET: Z= ———= ~N(0,1)
Ix %
m = n
p —value = P(Z < zy, | Hp)
e o %, o
RR={z:2< =2} ouRR=(X—7: X -7 < —z4\| = + —

Definicao 3.15. Teste a igualdade de médias com varidncias desconhecidas mais iguais

¢ Teste bilateral
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H():‘MX:‘uy<:>]lx—]ly=0 A%:) Hliﬂx#}ly@yx—‘uy#o

ET: T= ~ t(m+n—2)

\/7 —1)S%+ (n—1)S¢
m+n—2

—value = 2P(T > |tops| | Ho)

+ (n—1)s2
RR = {t: |1 > ty2} ouRR = d [£ =] [£ 3] > tya) &+ 1/ DE 20

¢ Teste unilateral a direita

H():“MX:‘MY A% Hl:]lx>]/ly
ET: T= ~ t(m+n—2)

/ m—1)S%+ (n—1)S§
m+n—2

—value = P(T > tus | Ho)

m n m—+n—2

—1)s2 —1)g2
RR—{t:t>ta}ouRR—{x—y:x—y>ta 1+1\/(m Jsx + (1 )SY}

¢ Teste unilateral a esquerda

Ho:]/lX:‘uy \'A) Hlilzlx<]/ly

ET: T= ~tm+n—2)

\/7 1)SZ + (n —1)S2
m+n—2

—wvalue = P(T < tys | Hp)

S n—l)s@?
RR = {t: t<_ta}0uRR‘{x yrx-y< _t“F\/ m+n72

Defini¢ao 3.16. Teste a igualdade de médias com varidncias desconhecidas e possivelmente diferentes

¢ Teste bilateral

Ho: pyx =py < pux—py =0 vs Hy: ux #py < pux —py #0

onde r é 0 maior niimero inteiro contido em
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S/2
m

2
2
5y
n

2 2
1 s’}% n 1 s?
m—1\m n—1\n

p —value = 2P(T > |tops| | Ho)

2 12
S
RR = {t:[t] > ty2} OuRR = [T 7| : [T =] > taja|[ X+ L
¢ Teste unilateral a direita
Ho: ux=py vs Hyi:pux>py
X-Y
ET: T ~ t(r),
512 5/2
X Ty
m n
onde 7 é o maior nimero inteiro contido em
2
5/2 s/2
m n
2 2"
1 [s% L1 s2
m—1\m n—1\n
p —value = P(T > typs | Ho)
S/2 s/2
RR={t:t>t,} oURR=X—J:X—§ > 1, % ?Y

¢ Teste unilateral a esquerda

onde r é 0 maior nimero inteiro contido em

2
X SY
m n
2 2
1 53% n 1 s$
m—1\m n—1\n

p —value = P(T < typs | Ho)

512 S/Z
RR={t:1< —te} QURR = X ~F: X7 < || 2+ -

35
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Definicao 3.17. Teste para o quociente de variancias
¢ Teste bilateral
Hy: 0% =0} <= o%/02 =1vsHy: 0% # 0% <= o%/02 #1

Sl2
ET: F=25 ~F(m—1n—1)
SY

p —value = 2min{pq, p2} (ver defini¢do seguinte)

RR={F:F <1/F,} U{F:F > F,,} ou

RR = {s’)%/s’% 8%/ < 1/F;/2} U {s’)%/sg{z 182 /s > F:x/Z} onde

Fua:P(F>Fyp) =a/2, F;y: PL/F > Flp) = a/2

e Teste unilateral a direita

Hy: 0% =0} <= o%/0t =1vsHy: 0% > 0% <= 0%/0% > 1

2

S

ET: F= X ~Fm—-1,n-1)
S/Z

Y

p —value = p; = P(F > Fys | Hp)

RR={F:F>F,} ouRR= {s'}%/s’f:sg/se > F,,C}

¢ Teste unilateral a esquerda

Hy: 02 =0% <= 0%/02 =1vsH;: 0% <03 < 0%/0% <1

S/Z

ET: F:%NF(m—l,n—l)
Sy

p — value = py = P(F < Fys | Hp)

RR={F:F<1/F} ouRR = {sgg/s’y2 152752 < 1/F;;}

Exercicio 3.4 (Exercicio 8.24 do livro). Um certo produtor de vinho garante as autoridades de fiscalizacdo que o
seu vinho tem uma acidez média ndo superior a 0.5 g/1. Assume-se que o teor de acidez é uma varidvel aleatéria

com distribui¢do normal de pardmetros desconhecidos.
(a) Com base numa amostra de dimensdo n, formalize um teste de hipéteses que lhe permita analisar a

veracidade do afirmagdo do produtor.
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(b) Observada uma amostra de 20 garrafas, obteve-se média de 0.7 g/1 e um desvio-padréao corrigido de 0.08.
As autoridades de fiscalizagdo deverdo agir contra o produtor? Justifique a sua resposta através de um
teste de hipéteses adequado.

Exercicio 3.5 (Exercicio 8.31 do livro). Uma reparti¢do de finangas tem dois funciondrios que recebem declaracdes
de impostos. Suponha que o tempo que cada funciondrio leva para atender uma pessoa tem distribui¢cdo normal,
com desvio padrao igual a 2 minutos. O Sr. Diogo Costa, ao chegar para entregar a sua declaragdo, verifica
que a fila junto ao balcdo A tem 20 pessoas, enquanto a fila junto ao balcdo B tem 15 pessoas e, naturalmente,
opta por esta. Quando comeca a ser atendido (uma hora e quinze minutos depois), o Sr. Diogo percebe que a
vigésima primeira pessoa da fila ao lado acaba de ser atendida. Pode-se dizer que o tempo médio gasto pelos
dois funciondrios para atender uma pessoa é idéntico?

#
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Exercicio 3.6 (Exercicio 8.32 do livro). Para avaliar a qualidade do ambiente nas duas maiores cidades portuguesas
sdo consideradas duas varidveis aleatdrias, X e Y, que representam o ntimero de particulas suspensas no ar
(microgramas/m?>) em Lisboa e no Porto, respetivamente (quanto mais particulas em suspensao, pior a qualidade
do ar). Suponha que as duas varidveis aleatdrias seguem uma distribui¢do normal. O Ministério do Ambiente
recolheu duas amostras casuais: uma de tamanho 16 em Lisboa e outra de tamanho 13 no Porto. Os resultados
observados sdo os seguintes: X = 92.9, s’X =254,y =2861, sg/ = 28.1.

(a) Com base num teste de hipé6teses adequado, mostre que a igualdade de varidncias das duas varidveis
aleatérias ndo é rejeitada. Considere & = 0.05.

(b) Assumindo varidncias iguais em Lisboa e no Porto, determine o p-value do teste adequado para avaliar se
a qualidade do ar é pior no centro de Lisboa do que no centro do Porto?
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3.8 Grandes amostras

Quando #n for grande (n > 30), recorremos ao TLC para obter distribui¢des assintéticas para as estatisticas de
teste. Consideramos que todas as ET acima mencionadas seguem assintoticamente uma distribui¢do normal
padréao.

Exercicio 3.7 (Exercicio 8.39 do livro). Numa empresa de aluguer de viaturas, o principal parametro para a
definigdo da tarifa didria de aluguer de viaturas ligeiras de passageiros na categoria de quilometragem ilimitada
é o nimero médio de quilémetros percorridos diariamente, que, a tarifa em vigor, se assume néo ser superior a
275. Para avaliar se é necessdario rever este tarifério, foi recolhida uma amostra casual de 500 alugueres nesta
categoria, tendo-se verificado uma média de 278.5 e uma variancia corrigida de 6430.5. Através de um teste de
hipéteses adequado e, considerando « = 0.05, avalie se é necessério rever a tarifa didria para este tipo de aluguer.

#
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Capitulo 4

Regressao linear

4.1 Introducao

* Greene (Econometric Analysis, 1997) define Econometria como o “dominio da Economia que se preocupa
com a aplicacdo da Estatistica Matematica e dos instrumentos da Inferéncia Estatistica a medicdo empirica
das relagdes postuladas pela teoria econémica.”

® Ponto de partida: estudar, com base em dados, um determinado fenémeno de natureza econémica.
Exemplos: evolucgdo do consumo das familias, PIB, divida, ...
Defini¢do 4.1. Modelo teérico:

* A teoria (bom senso e/ou intui¢do) leva a construir um modelo teérico que é sempre uma representagao
abstracta (uma aproximacdo) da realidade.

¢ Este modelo estabelece uma relagdo entre varidveis.

* Os modelos que se vao estudar consistem na andlise do comportamento de uma varidvel dependente, z,
como fungado de outras varidveis wy, wy, ..., w, (denominadas varidveis independentes ou explicativas)

z=h(w,..., wp), onde a relagdo geralmente envolve um conjunto de parametros (&, ..., a;) € R,

¢ E uma fung¢do no sentido matematico do termo: a cada valor do argumento corresponde um tinico valor da
funcao.

Exemplo 4.1. Fungdo consumo, consumo = f(rendimento):

consumo = aq + arrendimento,

onde 0 < ay < 1é a propensdo marginal ao consumo (incremento no consumo de uma pessoa quando ha um
acréscimo no seu rendimento).

Exemplo 4.2. Fungdo de produgdo de um bem (Cobb-Douglas), Q = f (K, L), onde K, L sdo fatores produtivos,
por exemplo K = capital investido, L = trabalho (labour):

Q = 1 K“Z L‘XS,

xy e a3 representam elasticidades da quantidade produzida em relagdo ao capital e ao trabalho, respetivamente.

Nota. Relembrar da Matematica I: a elasticidade de uma varidvel X face a uma varidvel Y corresponde a variagdo
percentual que ocorre em X por cada variagdo percentual unitdria (variagdo de 1pp) que ocorre em Y.

Exemplo 4.3. Funcdo de producdo de substituig¢do de elasticidade constante (modelo muito mais complicado):

Q=B[(1—-8)LP+sK*] 7",
compB,y>0,0<d<1.

41
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* Apenas vamos estudar os modelos que envolvem uma relagdo linear (ou linearizavel) em relagdo aos
parametros porque abrangem uma variedade significativa de situagdes e sdo de tratamento matematico
mais facil.

e Uma relacdo linear relativamente aos parametros f31, ..., By pode ser definida como y = B1x1 + Bax2 +
... + Bixy, independentemente de a forma funcional ser linear ou linearizével.

* Linearidade relativa aos parametros:

Z =001+ 0(2W+0(3w2

é linear relativamente aos pardmetros «;, mas ndo relativamente a varidvel w.

¢ Linearidade relativa as varidveis:

Z =01+ awy + Dé%ZUg,

é linear relativamente as varidveis w,, w3, mas nao é linear (nem linearizével) relativamente aos parametros a;.

Exemplo 4.4. Relag¢des lineares ou linearizéveis:

¢ Linearidade relativa aos pardmetros

consumo = 1 + Porendimento.

* A relagdo

Q =&y K2 L%

admite linearizacdo através da aplicacdo da funcédo logaritmo

InQ=Ina;+ayInK+a3Inl <= InQ=A+a,InK+a3InL,
onde A = In x4 é uma constante.

* A relagdo seguinte ndo é linear nem ¢ linearizével (ndo estudamos esses casos aqui)

Q=B[(1—8)L P4k PP

¢ Jremos estudar modelos definidos como

z = h(wy, wy, ..., wp)

ou, depois de uma possivel lineariza¢ao (assumimos sempre x; = 1)

y = B1+ Poxa + Baxz + -+ + BrXg.

Este modelo tedrico ndo é um modelo estatistico. Porqué?
Nota . Antes de converter o modelo acima num modelo estatistico, é importante abordar duas questdes:

1. Qual a natureza (aleatéria ou deterministica) das varidveis envolvidas no modelo? Vamos postular que as
varidveis do modelo, assim como as suas observacdes, sdo de natureza aleatoria.

2. Flexibilidade relacional do modelo tedrico: ao considerar

y = B1+ Baxa + Baxs + - + Brxy,

estd implicito que os tnicos fatores explicativos de y sdo x1, x2, ..., X§, 0 que é geralmente uma hipédtese absurda!
A flexibilidade obtém-se introduzindo uma varidvel adicional u que abrange todos os fatores que ndo foram
considerados e que podem afetar o comportamento de y.
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¢ Incorporando u no modelo y = By + B2x2 + B3x3 + - - - + BrXx; permite-nos obter

Yy = B1+ Boxy + Baxz + - - - + Brxp + u.
Note que u ndo é observével.

Definigdo 4.2 (Varidvel residual). A varidvel u introduzida acima chama-se varidvel residual e representa tudo o
que precisa ser adicionado a B + Baxa + B3x3 + - - - + BrXg para se obter y.

Exemplo 4.5. Pretende-se estudar o efeito da escolaridade sobre o saldrio. E consensual admitir que, para além
da escolaridade, outras varidveis influenciam o saldrio, como por exemplo a experiéncia profissional, o setor de
atividade, etc:

e salar: salario mensal médio num determinado ano do trabalhador;

¢ educ: numero de anos de escolaridade do trabalhador;

e exper: nimero de anos de experiéncia profissional ap6s atingir o nivel de escolaridade;
* empc: nimero de anos de trabalho no emprego corrente;

e mulher: varidvel binaria, assume valor 1 se mulher e 0 se homem.

Para modelo original pode propor-se uma fungdo exponencial:

salar = exp(wy + apeduc + azexper + agempc + asmulher).
Linearizando obtém-se

Isalar
In (salar) d Ih
n(salar) = a1 + wap educ+ w3 exper+ wy empc+ «s5 mulher.
—_—— T e e T/
y B1 B T2 B3 X3 Bs x4 Bs x5

Introduzindo a variavel residual:

Isalar = a1 4 ageduc + azexper + agempce + asmulher 4 u.

4.2 Tipos de dados econémicos

¢ Para realizar uma anélise econométrica, precisamos de dados.

e A econometria, como mencionado anteriormente, desenvolveu-se como uma ferramenta estatistica inde-
pendente, principalmente devido a especificidade dos dados em estudo.

* Em geral, os dados disponiveis sdo observacionais, ou seja, ndo experimentais (ex. taxas de juro).

¢ O tipo de dados disponiveis é uma questao crucial, pois determina tanto os tipos de perguntas que podem
realmente ser respondidas quanto os tipos de técnicas que devem ser usadas.

¢ Existem basicamente trés tipos de dados: dados seccionais, séries temporais e dados em painel.

Defini¢do 4.3 (Dados seccionais). Uma amostra de individuos (ou empresas, paises, etc.) observada num instante
especifico. Exemplos: dados sobre rendimentos anuais de familias, dados sobre o desemprego, ...

Definicdo 4.4 (Séries temporais). Observagdes sobre um conjunto de varidveis ao longo do tempo para uma
unidade estatistica (individuo, indtstria, setor, pais, etc.). Exemplo: taxas de juro.

¢ A frequéncia de observacdo dos dados é importante (didria, semanal, mensal, anual).
* Os dados sdo naturalmente ordenados cronologicamente.

* Naturalmente supde-se que existe dependéncia das observagcdes ao longo do tempo, pois o passado em
geral é relevante.

Definicdo 4.5 (Dados em painel). Dados em painel sdo dados no qual o comportamento de vérias entida-
des/individuos é observado ao longo do tempo. Essas entidades podem ser paises, empresas, individuos,
etc.
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Government debt as

Nation a percentage of GNP Unemployment rate
Finland 6.6 2.6
Denmark 5.7/ 1.6
United States 27.5 5.6
Spain 13.9 3.2
Sweden 15.9 2.7
Belgium 45.0 2.4
Japan 11.2 14
New Zealand 44.6 0.5
Ireland 63.8 5.9
Italy 42.5 4.7
Portugal 6.6 2.1
Norway 28.1 1.7
Netherlands 23.6 2.1
Germany 6.7 0.9
Canada 26.9 6.3

Figura 4.1: Exemplo de dados seccionais.

Month  Presidential approval

2002.01 83.7
2002.02 82.0
2002.03 79.8
2002.04 76.2
2002.05 76.3
2002.06 73.4
2002.07 71.6

Figura 4.2: Exemplo de uma série temporal.

country year Y X1 X2 X3
1 2000 6.0 7.8 5.8 1.3
1 2001 46 0.6 7.9 7.8
1 2002 94 21 54 1.1
2 2000 9.1 13 6.7 41
2 2001 8.3 0.9 6.6 5.0
2 2002 0.6 9.8 0.4 7.2
3 2000 9.1 0.2 26 6.4
3 2001 4.8 5.9 3.2 6.4
3 2002 91 52 6.9 21

Figura 4.3: Exemplo de dados em painel.
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4.3 O modelo de regressao linear

Defini¢do 4.6 (Modelo de regressao linear). O modelo de regressao linear é definido por

y:/31+ﬁ2x2+ﬁ3x3+~'+ﬁkxk+u,
onde:
¢ y: varidvel dependente ou regressando ou varidvel explicada;
* xj,j =2,...,k: varidvel independente ou regressor ou varidvel explicativa;

* Bj,j=1,...,k: coeficientes da regressdo (constantes) de cada regressor (81 chama-se termo independente
ou constante);

e u: variavel residual (varidvel ndo observada).
Atencao:

e y pode ser um regressando mas ndo ser uma variavel explicada: y = varidvel explicada e In(y) =
regressando, por exemplo.

* xj pode ser um regressor mas nao ser uma varidvel explicativa: x, = varidvel explicativa e In(xy) =
regressor, por exemplo.

Para estimar os parametros (coeficientes de regressdao) do modelo tedrico, é necessdrio partir de uma amostra, de
dimenséo n:

{(ye, xp2, ..., x) 1t =1,2,...,n}
que origina n rela¢des amostrais
Yi = P14 Poxe + Pax + - + Py + up,

onde u; é a varidvel residual associada a observagdo t das outras variaveis.

As n desigualdades podem apresentar-se utilizando notacdo matricial:

yi = PB1+Baxiz+ Baxiz+ -+ Prxik +ua
v2 = PB1+ Baxop + Baxoz + -+ BrXox + Uz

L — Y=XB+U.
Yn = P14+ Poxua+ Baxuz + -+ BrXpk + tn

4.3.1 Hipéteses do modelo de regressao linear

H1 - Linearidade:
Y=XB+U.

¢ Trataremos apenas de modelos lineares (modelos mais féceis de tratar).

H2 - Exogeneidade (os regressores sdo exégenos):
E(uy| X)=0,t=1,2,...,n.

¢ Nenhuma da informacdo contida em X pode ser utilizada para calcular E(u;). Consequéncias importantes
deste pressuposto:

— O valor esperado ndo condicionado da varidvel residual é nulo (ver prop. do valor esperado iterado):

E(u) = E(E(u; | X)) =E(0) =0, t=1,...,m.
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= E(ye | X) = E(B1+ Boxiz + -+ + Prxux +ur | X) = B1+ Poxp + -+ - + P + E(ur | X) =
=P+ Poxp+ 4+ Prxn +0=P1+ Poxp+ -+ Prxn = E(yt | X) =y —uy =
ur =yt — E(yt | X)
u; continua a ser desconhecido, pois os parametros sao desconhecidos.

— Nado existe associagdo linear entre os regressores e a varidvel residual (ponto chave do modelo)

Cov(xsj, ut) = E(xsjur) — E(xsj) E(ur) = E(E(xsjut | X)) = E(x5;E(us | X)) = E(0) =0,

H3 - Homocedasticidade condicionada:
Var(uy | X) = ?>0,t=12,...,n

* A variancia (condicionada) da varidvel residual é constante Vt, o que implica 2 consequéncias importantes:

— A variadncia ndo condicionada das varidveis residuais é constante:

Var(u;) = Var[E(u; | X)] + E[Var(u; | X)] = Var[0] 4+ E[0?] = o2

- A variancia condicionada do regressando y; é constante:

Var(ye | X) = Var(B1 + Baxpp + -+ + Brxwe +ur | X) = Var(uy | X) = o2,

H4 - Auséncia de autocorrelagio:
Cov(up,us | X)=0,t=1,2,...,n, t #s.

¢ Hipétese importante para modelos com séries temporais:
— existe uma “ordem” nas observagdes, o que ndo acontece nos modelos seccionais;

- com dados temporais é frequente especificar modelos em que H4 ndo se verifica, i.e., Cov(uy, us | X) #
Oparat #s.

¢ Consequéncias:
- H2 + H4 = E(usus | X) = Cov(up,us | X) =0,t #s, t,s=1,...,n.

— Auséncia de correla¢do (ndo condicionada)

Cov(us, us) = E[E(usus | X)] — E(ut)E(us) =0—0=0.

— As covariancias condicionadas entre as observagdes do regressando ndo dependem das observacoes
dos regressores:
Cov(yt,ys | X) = Cov(up,us | X) =0, t#s.

HS5 - Néo existéncia de multicolinearidade exata. A carateristica da matriz X é igual a k (nimero de coeficientes
de regressdo) e k < n:

 Hipotese mais técnica que se destina a garantir que a matriz X' X admite inversa (X' X)~!, isto é, as
colunas da matriz X sdo linearmente independentes.

* Nao existéncia de multicolinearidade: x; ndo € combinagdo linear dos restantes regressoress j = 1,..., k:

Xp#F i rexa+ o yjo1Xo1 v o Y

¢ Exemplo de multicolinearidade: x; : rendimento euros e x3 : rendimento em milhares de euros = x; =
1000x3.
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H6 - Distribui¢do normal da varidvel residual condicionada por X (ttil para a inferéncia estatistica no MRL):

U | X ~ N(O,(Tz).

Nota . Matriz de variancias-covariancias, U:

* As hipéteses H3 e H4 permitem determinar a matriz de variancias-covariancias U condicionada por X:

Var(up | X)  Cov(ug,up | X) --- Cov(uy,uy | X)
Cov(ug,uy | X)  Var(up | X) -+ Cov(ugp,uy | X)
Coo(U | X) = : . . . !
Cov(uy,uy | X) Cov(uy,uy | X) -+ Var(u, | X)

* Sob H3: elementos da diagonal sao todos ¢>.

e Sob H4: restantes elementos sdo nulos.

a2 0 0
0 ¢> --- 0 X
Coo(U|X)=1| . . .| =01
0 0 o?
2

O tnico pardmetro desconhecido desta matriz é o~.

4.4 Meétodo dos minimos quadrados

¢ Verificadas as hip6teses H1 a H5, os pardmetros a estimar sdo :

2
‘Bl,ﬁz,...,ﬁkeU .
* Os parametros sdo estimados através do método dos minimos quadrados.

¢ Iremos obter as estimativas (e outras informacdes) através de outputs de software (MS Excel e STATA).

Definicao 4.7. Estimador para B:

B=(Br - Br)-

Para estimar B parte-se de:
* uma amostra com # observagdes das k varidveis e de y;
e B=(B1,...,Br): “aproximacao” para B.

Método dos minimos quadrados:

Obter o vetor b = (by, by, ..., bx) que minimiza a soma do quadrado dos residuos:

n n n

o(B) = i i = Y (ye— - B)? = ) (valor.obs; — valor.aprox,)? = Z(residuot)2

t=1 t=1 t=1 t=1

= Z(yt — (B1 + Baxia + -+ - + Brxw) )%
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Exemplo 4.6. Modelo com um regressor e uma constante: y = 51 + Bax + u.

ve— (B1+ Boxp) =y — x¢ - B,

it
com B = (B1,B2) ext = (1,xp).

Como obter b?
* O vetor b minimiza a soma dos residuos quadrados e dd-nos o modelo (“reta”) ajustado. E possivel mostrar

que:

(XTX)b = XTy = b= (XTx)"1xTy.
~~

H5: XT X é invertivel
* A escolha de minimizar o quadrado dos residuos tem por principal consequéncia a de dar maior peso aos

grandes residuos em detrimento dos pequenos.

¢ Exemplo (modelo com um regressor e uma constante):

n _ n n
nyi ] 2(Zt:1nxt) (Zztzl v ooy 7 by,
ny i xp — (T xt)

b, =

Definicdo 4.8 (Funcdo de regressao linear ajustada). Uma vez determinado o estimador (e a estimativa) de

minimos quadrados (MQ) dos coeficientes de regressao

b= (XTX)"'XTY = (by,...,by)

obtém-se a funcio de regressdo linear ajustada (aos dados):

gt = b1 +boxpp + -+ - + brxy.

b — B representa o desvio entre o estimador b e o verdadeiro valor do vetor dos coeficientes de regressao, B:

b = (XTX)'xT v =&X'X)"IXT(Xp+U) =5+ (XTX)"'XTU —
Xp+Uu

— b-p = X'X)X'u = X'X)b-p)=Xx"u.

Este desvio nunca pode ser determinado de forma exata, porque U ndo é observéavel.

Definic¢do 4.9 (Residuos dos minimos quadrados). O residuo dos minimos quadrados relativo a observagdo t é

dado por:
iy =yt — G, t=1,2,...,n
Em notac¢do matricial,
i n
. 7)) . b . .
u= . Y = = Xb = U=Y-Xb=Y-Y
iy Un

Nota . E importante ndo confundir o seguinte:

¢ residuos MQ # variaveis residuais, iy # u;.
¢ fungdo de regressdo linear tedrica # fungdo de regressao linear ajustada:

— regressdo linear tedrica: E(y; | X = x) = By + Paxpp + - - - + BrXk-

— regressdo linear ajustada: 9; = E(y; | X = x) = by + byxpp + - - - + brx.
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— o valor b; representa a estimativa MQ de §, j = 2,... k.
y

Y

4.5 Interpretacads dos parametros estimados

As interpretagdes sdo feitas em termos do valor esperado condicionado de Y

E(Y | X)=E(yt | xe2,..., Xu) = B1+ Poxea + - - + BrXuk,

onde, para cada conjunto (xs, ..., xy) é estimado por

Ut = by +baxpp + - - - + brxy.

Para exemplificar as situagdes mais correntes, consideram-se dois exemplos::

1. Variavel y é a varidvel de interesse

E(ys | X2, X)) = P14+ Poxip + -+ + Brxye = ¢ = by + boxpp + - - - + bxy.

- Bj: representa a variacdo marginal, ou seja, a variagao em E(y | X) quando x; aumenta uma unidade, tudo o
resto mantendo-se constante (ceteris paribus), j = 2,- -+ ,k;

- B1 : termo independente (em geral, ndo possui interpretagdo prépria).

2. Varidvel de interesse z com y = In(z), x, = Inw; e x3, ..., X ndo resultam de transformacio.

E(lnzt ‘ W, Xty - - .,xtk) = ‘31 +‘Bz lnwtz +/33xt3 —+ -4 ,katk

E(ye | xe2,- -, X) = B1+ Baxo + B3xsz + - - - + Brxpe = U1 = by + baxp + baxz + - - - + bpxy.

A interpretacdo dos parametros deve ser feita agora de forma mais cuidadosa:

- Ba: representa a variagdo marginal, ou seja, a variagdo em E(Inz | X) quando In w; aumenta uma unidade, tudo
o resto mantendo-se constante (ceteris paribus); esta interpretacdo ndo tem interesse (ver ponto seguinte);

- Ba: representa uma elasticidade pontual de z (ou melhor, do valor esperado condicional de z) em relagdo a
wy, ou seja, quando w, varia em 1%, o valor esperado condicional de z ird variar aproximadamente %, ceteris
paribus;

- Bj, j =3, k: representa a semi-elasticidade pontual de z (ou melhor, o valor esperado condicional de z)
em relacdo a X;. Em termos concretos, quando xj aumentar uma unidade, o valor esperado condicional de z ird
alterar aproximadamente 100/3j%, j=3,,kcp;
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- A variagdo percentual exata em z é dada por

100(ebiA% —1).

Para uma melhor compreensio recomenda-se a leitura atenta do Capitulo 10 do livro de referéncia, onde estes
aspetos sdo apresentados de forma pormenorizada.

Resumo
escalay escalax Interpretagdo
Y X; AX;j=1= AE(Y | X) = B;
In(Y) X; AXj=1= AE(Y | X) = 1008;%
Y In(X;) AXj=1% == AE(Y | X) = B;/100
In(Y) In(X;) AX;=1%= AE(Y|X) = B;%
Exemplo 4.7.

Tsalar; = 5.81505 + 0.055383educ; + 0.022988exper; + 0.003953empc;

Interpretacdo das estimativas:

* A estimativa MQ da semi-elasticidade do salério (esperado) em relagdo ao nimero de anos de escolari-

4.6

dade (retorno da educagdo) é de 0.0554, isto €, se a escolaridade aumentar um ano, o saldrio aumenta
aproximadamente 100 x 0.0554% = 5.54%, c.p. (o valor exato é e%9%* — 1 ~ 5.69%).

Interpretacdo semelhante é dada aos outros coeficientes;

Os sinais das trés estimativas coincidem com os sinais esperados para os respetivos pardmetros.

Propriedades dos residuos de MQ

. A soma dos residuos é zero:

n
Y a;=0.
t=1

A soma dos produtos das observacdes de cada regressor pelos residuos é zero:

n
Y ox =0, j=1,...k
t=1

A soma dos produtos dos valores ajustados pelos residuos é igual a zero:

n
Y giity = 0.
t=1

A soma dos quadrados das observagdes do regressando € igual a soma dos quadrados dos respetivos
valores ajustados mais a soma dos quadrados dos residuos:

n n
Yvi=Y i+
=1 t=1 t

O estimador MQ de B, designado por b, condicionado ou nédo por X, é centrado (ndo enviesado):

~2
ut .
1

E(b| X) = E(b) = B.

O estimador dos minimos quadrados b, condicionado ou nédo por X, é linear em Y:

b= (XTX)"'XTy = ¢(Y), ¢ funcdo linear de Y.
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7. A matriz de variancias-covariancias do estimador dos minimos quadrados b, condicionado por X, é
Cou(b | X) = c*(XTX) 71,
logo,
Var(b; | X) = 0’3] = o?mll, i=1,...k

onde m// = elemento da diagonal de ordem j da matriz (XTX) 1.
8. O estimador MQ de j3 é consistente.

9. (Teorema de Gauss-Markov)

Teorema 4.1 (Gauss-Markov). Qualquer que seja o estimador 3 de B, linear e nio enviesado, o estimador b condicionado
por X é mais eficiente do que B (tem menor varidncia). Diz-se que b é BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) para p.

Esta propriedade pode ser estendida a uma combinagdo linear dos coeficientes de regressio

d=c1f1+ B2+ -+ ckPr

mostrando-se que § = c1by + - - - + cxby é BLUE para 6.

Definic¢ao 4.10 (Estimador ndo enviesado da varidncia das varidveis residuais). Agora queremos estimar

0? = Var(u;) = E(u?) — E>(u;) = E(u?)
E(Mt):[)
1 n
Nao se pode usar &% = — ). u?,ja que us ndo é observavel. Utiliza-se

t=1

2 1 &
§° = 1
n—kt;t

que é um estimador centrado para 2.

Podemos definir o erro padrao da regressao por

s = Vs2,

Estimado ¢?, a matriz de variancias-covariancias de b, condicionada por X, pode ser estimada por:
Cov(b | X) = s*(X"X)™! e, em particular, Var(b; | X) = s*m/ = s?
’ p 4 ] h]

O erro padrdo da estimativa b; é dado por
s, = \/W(bj | X) =sVmll.

Estimado o modelo, como avaliar a qualidade do ajustamento?
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Definicdo 4.11 (Coeficiente de determinagdo). Para avaliar a “qualidade do ajustamento” (da regressdo aos
dados) pode-se recorrer ao Coeficiente de determinacgdo (corresponde ao coeficiente de correlagdo empirico):

SSE SSR
SST 1 SST’ OsR <1
onde

Total Sum of Squares (SST): variacgédo total na varidvel dependente (VT)

n
SST=VT =Y (yi—9)>
i=1

Explained Sum of Squares (SSE): varia¢do (na varidvel dependente) explicada pela regressao (VE)

n
SSE=VE=Y (9;—7)*
i=1
Residual Sum of Squares (SSR): variagdo (na varidvel dependente) ndo explicada pela regressao (VR)

n n
SSR=VR =Y (yi—9:)> = )i
i1 i=1
Nota: SST = SSE + SSR <— VT =VE+ VR.

Quanto mais préximo de 1 estiver o coeficiente de determinacdo, melhor é o “grau de ajustamento’’.

Nota . Apenas se deve usar R? para comparar modelos que tenham a mesma variavel dependente.
O coeficiente de determinagdo R? tem dois grandes inconvenientes:
¢ Ser uma medida sumadria de interpretagdo nem sempre facil: o que é um valor elevado/baixo?
. d t del i 1 le seja, o R? d
Quando se acrescenta ao modelo mais um regressor, qualquer que ele seja, o0 R“ nunca decresce (para a

mesma amostra), pois Y_I'_; #17 ndo cresce.

Definicao 4.12 (Coeficiente de determinacado ajustado). Para contornar as insuficiéncias da utilizagdo de R?,
utiliza-se o coeficiente de determinacdo ajustado que penaliza a introducdo de mais varidveis (regressores):

k—1
n—k

— SSR/(n —k)
2 —1_
R =155/t =)

=R?>-(1-R?

Este coeficiente tem o inconveniente de poder ser negativo e de nunca atingir o valor 1.

Apenas se deve usar para comparar modelos que tenham a mesma varidvel dependente.

4.7 Inferéncia estatistica no modelo de regressao linear

A partir de uma amostra, podemos estar interessados em:
e Estimar os coeficientes e as suas variancias;
* Construir intervalos de confianga para os coeficientes;
e Testar hipdteses sobre os parametros.
O objetivo agora € fazer inferéncia estatistica sobre os parametros f; do modelo.
Exemplo: In(sal) = B + Breduc + u.
Serd que B1 = 0? Ou B1 < 0? Ou ainda ; = 17
E necessério encontrar uma estatistica de teste com uma distribuico totalmente conhecida.

Nota: relembre o capitulo relativo aos testes de hipéteses!
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Inferéncia estatistica sobre a varidncia das variaveis residuais
Interesse direto reduzido, mas importante em Econometria. ..

Hipéteses:

Hy:0* =05 vs Hy:0*#03 (ou Hy:0° <0}, ou Hy:0% > aj).

ET:

Q=—2 ~x*(n—k), com s*= !

2
o? n—k !

5.

-

Il
—_

1

Inferéncia estatistica sobre um coeficiente de regressao

Hipéteses:
Hy : ‘B] = ,30] vs Hi ,8] 7& ,30] (ou H; :B] < ,30]*, ou Hj: ﬁ] > ﬁo])
ET:
b:—B:  bi— B
(O e el RS
5b; svVml

Caso particular (e muito importante): Bo; = 0 (significancia estatistica do regressor).

Nota: no livro principal aparece f; de modo a aliviar a notagdo. Na regressdo podemos usar ¢; ou Tj.

Inferéncia estatistica sobre um coeficiente de regressao (sinal do regressor)

Hipétese:

Ho:Bj=0 wvs Hp:B;>0(ou <0).

ET:

b,
T. = L ~t(n—k).
j S5, (n—k)

Inferéncia estatistica sobre uma combinacio linear dos coeficientes de regressao

O objetivo agora é testar

S=cpr+opr+ - +ope=cp.

O estimador de MQ de ¢ é

5= b1+ by + - by = cb?.

Mostra-se que

tgz Nt(?’l—k).

s; = 51/c(XTX)~1cT ¢ o erro padréo de 4 e pode ser obtido da matriz de covariancias de b.

53
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Adiante se verd uma solugdo pratica quando néo se tem a matriz de covariancias de b (no MSExcel ndo é fcil
obter essa matriz).

Teste de nulidade conjunta de coeficientes de regressdo (nulidade de um subconjunto)
Averiguar se alguns dos coeficientes de regressdo sdo conjuntamente iguais a zero.
Suponha-se que queremos testar se os tltimos m = k — p coeficientes sdo iguais a zero:

Hipéteses:
Ho : ABP-H = O,‘Bp+2 :0,...,‘[‘3]( =0

vs

H1E|‘B]7£0, ]IP+1,,k

Concebe-se um teste em 3 passos:

Passo 1 - Estimar o modelo sem restri¢des, i.e., com todos os regressores, e obter
P
SSRy = VRy =) _ ;.
t=1
Passo 2 - Estimar o modelo com restri¢des, i.e., eliminando os regressores que se admite terem coeficiente nulo:
yr=PFr+poxp+ -+ Bpxip+ PpriXepra o+ Pr X == yr = 1+ Paxo + -+ BpXip,
N N~
=0 =0
e obter
e
SSRy = VRo = ) _ ;.
t=1

Passo 3 - Comparar os modelos através da estatistica

(SSRo— SSRy)/m _ SSRy — SSR;

F= SSRy/(n—k) ms?2

~ F(m,n—k),

onde m = k — p representa o niimero de restri¢des (ntimero de coeficientes nulos).

Ry N -
representa uma estimativa de 0> com base no modelo sem restricdes.

Adicionalmente, s? =
n—k

Nota:

Em alternativa a utilizagdo de SSRy e SSR1, podemos recorrer aos respetivos coeficientes de determinagéo:

(R>—R3)/m

F=a-r/m-n

~ F(m,n —k).

Se o teste individual de cada um dos coeficientes incluidos em Hy ndo rejeita a nulidade e o teste conjunto rejeita,
desconfiar de possivel multicolinearidade.

Teste de significincia global da regressdo

Testa-se a nulidade de todos os coeficientes com exce¢do do termo independente:
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H()Z‘BZI‘B3I~~~IﬁkIO Vs Hlﬂﬁ];&o, ]:2,,k

Nio rejeitar a hipétese nula corresponde a afirmar que o modelo proposto nao é globalmente adequado para
descrever o comportamento da regressao.

A estatistica do teste obtém-se pelo sistema anterior, sendo agora o ntimero de restri¢des m = k — 1:

R?/(k—1)  SSE/(k—1)
(1-R2)/(n—k) SSR/(n—k)

F: NF(k_l,n_k).
Nota final

Quando a varidvel residual ndo tem distribui¢do normal (violagdo da hipdtese H6), mas a amostra é grande, o
TLC pode ser aplicado:

Exercicio 4.1 (Exercicio 10.4 do livro (adaptado)). Num estudo sobre colesterol, recolheu-se uma amostra aleatéria
de 30 pacientes, tendo-se observado as seguintes variaveis:

* x = numero de gramas de gordura consumida por dia;
¢ y = quantidade de colesterol no sangue, em miligramas por decilitro.

Os resultados da estimagéo, obtidos com o MSExcel, sdo os seguintes:

SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics

Multiple R 0,586050325
R Square 0,343454983
Adjusted R Square 0,320006947
Standard Error 39,39128311
Observations 30
ANOVA
df sS MS F Significance F

Regression 1 22728,12448 22728,12448 14,64749452 0,00066655
Residual 28 43446,84918 1551,673185
Total 29 66174,97367

Coefficients Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95%
Intercept 91,5885625 30,5126691 3,00165686 5 0,005594418 29,08619321 W 154,0909318
x (fat) 1,167693221 0,305103428 3,827204531 0,00066655 0,542717181 1,792669262

(a) Descreva o significado de todas as letras de cor laranja.
#
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(b) Escreva os modelos tedrico e estimado.
#

(c) Interprete o valor da letra P.
#

(d) Teste a hipétese do declive da recta ser igual a 1 contra a alternativa de ser superior a 1.
#

(e) Construa um intervalo de confianca a 90% para o declive da recta de regressao.
#

(f) A partir do intervalo construido na alinea anterior, o que pode concluir quanto a relagdo entre colesterol e
gordura ingerida?
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Exercicio 4.2 (Exercicio 10.19 do livro). Considere o seguinte modelo de regressdo (a verificar as hipé6teses
basicas):

vi = P1+Poxp+ Paxz+u, t=1,2,---,500,

onde y é 0 preco (em unidades monetarias) por m* de um apartamento em determinada cidade, x; é a 4rea do
apartamento, e x3 é a distancia ao centro da cidade em quilémetros. Estimado o modelo com o software SPSS,

obteve-se:

Model Summary

Adjusted Std. Error of

Model R R Square R Square the Estimate
1 479 (a) 229 .226 478.86068
(a) Predictors: (Constant), DCC, Area
ANOVA (b)
Model Sum of Squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 33858983.423 2 16929491.711  73.829 .000 (a)
Residual 113965850.759 497 229307.547
Total 147824834.182 499

(a) Predictors: (Constant), DCC, Area
(b) Dependent Variable: Pre¢com?2

Coefficients (a)

Unstandardized Standardized
Coefficients Coefficients
Model B Std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 2241.934 72.425 30.955 .000
Area -2.503 211 -467  -11.847 .000
DCC -18.947 7.281 -.102 -2.602 010

(a) Dependent Variable: Precom?2

Nota: a coluna “Coeficientes padronizados” ndo é importante nesta fase.

(a) Analise sumariamente os resultados obtidos em termos estatisticos (considere a = 0.05) e praticos (“econo-
micos”), interpretando as estimativas obtidas para os coeficientes da regressao.
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(b) Teste

Hy: Bo=—-2vs Hy: By < —2.
No caso de néo rejeitar Hy, seria razodvel excluir o regressor x, do modelo?
#

Exercicio 4.3 (Exercicio 10.10 do livro). A empresa ELECTRIK pretende construir um modelo explicativo do
consumo familiar (em unidades monetdrias) de energia eléctrica, y, em fun¢do do rendimento familiar, x, do
numero de individuos em cada familia, x3, e da drea do fogo respectivo em metros quadrados, x4. Os resultados
da estimacdo com o EXCEL encontram-se a seguir:

SUMMARY OUTPUT
Regression Statistics
Multiple R 0.932985993
R Square 0.870462864
Adjusted R Square 0.805694295
Standard Error 4.571741129
Observations 10

ANOVA
df SS MS F
Regression 3 842.6950983 280.89830661 13.43959
Residual 6 125.4049017 20.90081695
Total 9 968,1
Coefficients  Standard Error t Stat p-value
Intercept  12.47998124 9.282257233  1.344498534 0.227386

X, 0.060527128 0.024073045  2.514311292  0.045637
X; -2.81451648 2.679535456  -1.050374786 0.334
X, 0.020535759 0.057861717  0.354910983  0.734798

(@) No seu conjunto, considera que os regressores incluidos neste modelo sdo tteis para a explicacdo do
consumo? Teste a 0.05.
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(b) Observando apenas o valor-p (p-value) no quadro, diga qual ou quais dos regressores parecem ser signifi-
cativos.

(c) Critique o modelo adoptado tendo em conta o ndmero de observagdes.
#

(d) Teste a 0.05 a hipdtese de o aumento de rendimento implicar, em média, um aumento de consumo.
#

(e) A ELECTRIK resolveu estimar um outro modelo em que apenas incluiu o rendimento familiar como
regressor. Os resultados da estimagdo encontram-se a seguir:
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SUMMARY OUTPUT
Regression Statistics

Multiple R 0.90358399
R Square 0.816464028
Adjusted R Square 0.793522031
Standard Error 4712764247
Observations 10
ANOVA
df SS MS F

Regression 1 790.4188252 790.4188252  35.58819
Residual 8 177.6811748 22.21014685

Total 9 968.1
Coefficients Standard Error t Stat p-value
Intercept 11.02028658 2.963330537  3.718885369 0.005881

Rendimento 0.050015429 0.008383996  5.965583414  0.000336

Teste a 0.05 a nulidade simultanea dos coeficientes respeitantes as variaveis “ntimero de individuos” e “4rea do
fogo familiar”. Qual dos dois modelos parece preferivel?

#

Exercicio 4.4 (Exercicio 10.27 do livro). Um economista de uma associagdo de produtores de vinho decidiu
construir um modelo explicativo do prego (em euros por garrafa) dos vinhos de determinada regido demarcada,
PR. Para tal seleccionou como varidveis explicativas a classificagdo, de 1 a 10 pontos, dada pela revista “Espirito
do Vinho” (CL), a antiguidade da colheita em anos (ID), a quantidade produzida em milhares de garrafas (QT) e
uma varidvel (TN), que assume o valor 1 se o vinho tem maioritariamente uvas da casta “Touriga Nacional” e 0
caso contrdrio, e prop0s a seguinte especificagdo:

LPR = By + B2CL + B3ID + B4LQT + B5sTN + u,

onde LPR representa logaritmo natural do preco da garrafa, LQT é o logaritmo natural da quantidade produzida.
Supondo satisfeitas as hipoteses do modelo de regresséo linear multipla, e observada uma amostra aleatéria de
65 produtores (uma garrafa por produtor), estimou-se o modelo tendo-se obtido os seguintes resultados:



4.7. INFERENCIA ESTATISTICA NO MODELO DE REGRESSAO LINEAR

61

SUMMARY OUTPUT
Regression Statistics
Multiple R 0.83421390
R Square 0.69591283
Adjusted R Square  0.67564035
Standard Error 0.18470493
Observations 65
ANOVA
df SS MS F Significance F
Regression 4 4.68451870 1.17112967 34.32796005 6.75987E-15
Residual 60 2.04695474 0.03411591
Total 64 6.73147343
Coefficients  Standard Error t Stat P-value
Intercept 2.1218282 0.44818010 4.7343204 1.3843E-05
CL 0.1041714 0.02042785 5.0994816 3.6707E-06
ID 0.0503412 0.01992331 2.5267481 0.01417673
LQT -0.1875930 0.09870456 -1.9005501 0.06216823
TN 0.4510302 0.04717505 9.5607791 1.1381E-13
0.200870

—0.001640  0.000417
Cov(bl X)=|-0.003265 0.000064 0.000397
—0.040315 —0.000214 0.000064 0.009743

—0.005002 —0.000085 0.000119 0.000855 0.002225

Utilize uma dimensao 5% para todos os testes que tiver de realizar:

#

(a) Tanto no seu conjunto como individualmente, considera que os regressores incluidos neste modelo sdao
tteis na explicagdo do logaritmo do preco de venda do vinho dessa regido demarcada?

(b) Interprete as estimativas obtidas para os coeficientes 3, e Ba.
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(c) Construa um intervalo de confianga a 95% para B3. Interprete.
#

(d) Comente, justificando, a seguinte frase: “Para uma dimensao de 5% existe evidéncia estatistica de que em
média, e em iguais circunstancias relativamente as restantes varidveis explicativas, quanto maior for a
quantidade produzida mais baixo o preco do vinho.”

(e) Teste

Ho: o =23 vs Hy: Po # 2P3.



Capitulo 5

Complementos ao modelo de regressao
linear

5.1 Variaveis artificiais
¢ Quando uma (ou mais) das varidveis explicativas é de natureza qualitativa (nominal ou ordinal), a sua
representacdo direta por uma varidvel quantitativa ndo é possivel. Recorre-se entdo as varidveis artificiais
(dummy).
Exemplo 5.1. - grau de escolaridade: bésico/secundério/superior (ordinal).
- género: masculino/feminino (nominal).

- distrito de residéncia: Aveiro/Braga/Coimbra/Porto/... (nominal)

Modelo de partida:

Por questdes de simplicidade, consideramos o modelo com apenas um regressor quantitativo

yr = B1+ Baxt + uy.

Contudo, o que se vai dizer é valido para situa¢des mais gerais, em que o modelo tem mais do que um regressor.
Um fator quantitativo com 2 modalidades:
® d; tem duas modalidades: A e B (exemplo: Feminino e Masculino);

e introduz-se uma varidvel bindria d tal que

q— 1, se A se verifica
~ 1 0, se Ando se verifica
¢ Naio se devem introduzir 2 varidveis artificiais, para ndo originar multicolinearidade perfeita (dummy trap).

® Se fosse introduzida

JP — 1, se B se verifica
1 0, se Bnao se verifica
entdo d® = 1 — d (multicolinearidade, i.e, a matriz XT X nao ¢ invertivel).

* Nota: a varidvel artificial pode ter mais do que dois fatores. Ex: Trimestre 1, Trimestre 2, Trimestre 3 e
Trimestre 4.

¢ A varidvel d designa-se varidvel artificial (dummy).

¢ A escolha dos valores 0 e 1 é arbitraria, mas tem consequéncias na interpretacdo dos parametros.

63
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e Usualmente o nome da varidvel bindria corresponde a situagdo a que se atribui o valor 1. Exemplo:

1, se Feminino

Feminino =
0, se Homem

* A variavel qualitativa (artificial) pode ter efeito no termo independente ou no declive ou em ambos. vamos
estudar esses 3 casos.

5.1.1 Efeito apenas no termo independente

¢ Introduzir a varidvel 4 como um regressor

Yyt = B1 +(5dt+ﬁ2xt+ut

onde
J— 1, se A se verifica
0, se A nao se verifica

logo
_f (B1+0) +Boxt+uy, sedr=1
"= B1+ Baxt + ut, sed; =0

¢ Em termos de estimacdo, nada se altera: estima-se 31, J e B a partir de yr = B1 + dd¢ + Boxt + us.

® Cuidado com a interpretagdo a dar agora aos parametros 31 e . Em termos tedricos:

0= E(:l/t | dt = 1,X1,...,Xn) —E(yt | dt :O,xl,...,xn),

isto é, & corresponde ao incremento no termo independente quando se passa de uma observagido com d; = 0 para
a situagdo com d; = 1.

* Acontecimento padrdo (ou acontecimento referéncia): aquele que corresponde ao valor 0 da variavel
artificial e que se inclui em ;.

5.1.2 Efeito no coeficiente de um regressor quantitativo

¢ Introduzir uma interacdo entre a variavel d e o regressor quantitativo

yt = B1+ Baxi + Odsxt +up = B1+ (ﬁz + 5dt)xt + Uy,

onde d;x; representa a interac¢do entre o regressor quantitativo e a varidvel artificial:

0, sed;=0

Para todos os efeitos, d;x; comporta-se como uma nova variavel (regressor). Logo

dixy = { x;, sed;=1

_ [ Bit (Bt 0)xi+uy, sed=1
v B1+ Baxt + ut, sed; =0

Estimam-se B1, e By a partir de y; = B1 + Poxt + odexs + uy.
O modelo pode agora escrever-se como

ye = B1+ Boxt + 8dix + uy = By + (B2 + ddy)xt + uy.
e Interpretacdo dos coeficientes:
— Bo: efeito marginal de x; sobre y;, quando d; = 0.
— B2 + 0: efeito marginal de x; sobre y;, quando d; = 1.

- J: traduz a diferenga dos 2 efeitos d; = 0e d; = 1:

5xt = E(yt | dt = 1,x1,...,xn) —E(yt | dt :0,x1,...,xn).

A variacdo do valor esperado de y; ndo é medida por § (constante), mas por dx; (depende de x;).



5.1. VARIAVEIS ARTIFICIAIS 65

5.1.3 Efeito no termo independente e no coeficiente de um regressor quantitativo

¢ Juntam-se os 2 efeitos:
Yyt = P1 + O1dr + Poxt + Sodixt + us

_ (ﬁl +51)+(ﬁ2+62)xt+ut, sedy =1
s B1+ Baxt + ut, sed; =0

Notas finais:

- Quando o fator qualitativo tem mais do que 2 modalidades (ex: 4 trimestres T1, T2, T3 e T4), consideram-se
tantas varidveis bindrias quantas as modalidades do fator menos uma.

- Se uma varidvel qualitativa tem demasiadas modalidades (ex: posi¢do da empresa no ranking das 1000 maiores
empresas portuguesas) nao se podem definir as varidveis artificiais necessdrias.

- Nestas situagdes devem agrupar-se modalidades por classes. Por exemplo, definir 5 classes de acordo com as
classificagdes no ranking: 1 a 10, 11 a 50, 51 a 200, 201 a 500, 501 a 1000.

- Quando existem varios fatores qualitativos generaliza-se a abordagem que se acabou de ver: definir as varidveis

artificiais necessdrias a cada fator e inclui-las no modelo (efeitos no termo independente e/ou coeficientes).

Exercicio 5.1 (Exercicio 11.1 do livro). Considere o seguinte modelo de regressdo linear para explicar o comporta-
mento do consumo de leite das criangas de determinado pais que frequentam o ensino bésico:

Yyt = B1+ Boxp +uy,

onde y; representa o consumo de leite pela criancga ¢, e xy, o rendimento per capita da familia a que pertence a
crianga ¢.

(a) Reespecifique o modelo de forma a incluir os efeitos do sexo e do local de residéncia (campo ou cidade)
sobre o termo independente.

(b) Qual é o consumo auténomo de uma crianga do sexo masculino que resida na cidade?
#
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5.2 Testes de alteracao de estrutura

® Suponha-se que num modelo de regressao linear é possivel dividir as observagdes das varidveis em grupos
de forma a que seja possivel estimar separadamente os coeficientes do modelo para cada um dos grupos:

grupo 1:  ny observagdes } 7= ny+m
grupo 2: 1y observagdes
¢ Para cada grupo, considera-se um modelo diferente
{ yo = PutPaxpt-c A Paxgtu, t=1,...,m
yio = Putpoxpt-+Poxgtu, t=m+1...n

com fj; tal que j : regressor (j = 1,...,k) ei: grupo (i = 1,2).
* Podem-se juntar os 2 modelos introduzindo a dummy

d — 0, t:1,2,...,1’11
=11, t=m+1,...,n

e utiliza-se o modelo

Yt = P14 01dr + Boxpp + Godixpp + - - - A BrXy + Opdpxy + 1y
* Tem-se que 6; = Bjp — Bj1, paraj=1,. .., k. Ex: 0y = Bop — Bo1-

Se nao recorrermos a introducdo de varidveis artificiais podemos aplicar o teste de Chow:

Definicdo 5.1 (Teste de Chow (sem recurso as varidveis artificiais)). Supondo 17 > k e ny > k, o teste consiste em:

¢ Hipoteses:

Hp : p1j = B2j, permanéncia de estrutura (ndo existe alteragdo na estrutura)
Vs
Hy:3jp1j # B2j, j=1,2,...,k existealteragdo de estrutura
e Estatistica de teste:

n
Estima-se o modelo com as n observagoes (modelo restrito) e calcula-se VRy = 2 ﬁ%
t=1

]
Estima-se o modelo com 71 observagdes do grupo d; = 0 e calcula-se Z 2.
t=1

n
Estima-se o modelo com 7, observagdes do grupo d; = 1 e calcula-se Z 0z,
t=n1+1

E possivel mostrar que VR; = Y 0? + Zf:nl 1 2.

A estatistica de teste é

_ (VRo—VRy)/k -
FChow - VRl/(ni— 2k) F(k,n Zk)

* Regido de rejeicdo: aba direita.

* Nao rejeitar significa que nao ha alteracdo de estrutura, ou seja, ndo é necessario “dividir” o modelo!
Recorrendo a introducdo de varidveis artificiais podemos aplicar um teste mais geral:

Definigao 5.2 (Testes de alteragéo de estrutura (com recurso as varidveis artificiais)). O teste consiste em:

¢ Hipoteses:
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Hy:61 =0y =:-- =6 =0, permanéncia de estrutura (ndo existe alteragdo na estrutura)
Vs

Hy:3jé; #0, existe alteracdo de estrutura

E um teste habitual de nulidade de um subconjunto de parametros, comparando o modelo sem restri¢des com o
modelo com as restri¢des dadas por Hy.

e FEstatistica de teste:

(VRo — VRy)/k
F=-——"-"—— ~F(kn—2k).
VR, (n—2k) " Flen—2k)
* Regido de rejeicdo: aba direita.

* Nao rejeitar significa que nao ha alteracdo de estrutura!

Exercicio 5.2 (Exercicio 11.22 do livro (adaptado)).

Para tentar explicar a classificac@o obtida pelos seus alunos, um docente de uma dis-
ciplina de Matemdtica do primeiro ano de um curso universitdrio de Lisboa resolveu
estimar um modelo em que utiliza como regressando a classifica¢ao obtida (y), e co-
mo regressores a nota média (numa escala de 0 a 20 valores) em Matematica nos 3
anos do ensino secunddrio ( x,), o nimero de horas dedicado ao estudo da disciplina
ao longo do semestre ( x;) € a percentagem de aulas frequentadas ( x, ). Os resultados
relativos a 54 alunos escolhidos ao acaso foram

y, =2.339+0.1212 x,, +0.05329 x,, + 3.9664 x,,,
(0.03776)  (0.00622)  (0.8226)
R* =0.90935, > i} =35.0649.
Suponha que as hipéteses basicas do modelo de regressdo linear se encontram sa-

tisfeitas.

(a) Teste a adequacéo estatistica global do modelo.
#

(b) O docente estimou ainda duas regressdes repartindo a amostra em dois grupos: 41 alunos ndo repetentes e
13 alunos repetentes. As respectivas somas dos quadrados dos residuos foram 27.5074 e 1.5138. Explique o
objectivo destas regressdes e comente o resultado obtido.
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O docente introduziu entdo uma varidvel, d,, que assume o valor 1 para os alu-
nos residentes fora da area urbana de Lisboa, e 0 no caso contrario. Estimada no-
va regressao, obteve-se
y, =2.8184+0.1158x,, +0.04970 x , +3.838 x,, —0.454,,
(0.03757) (0.00665) (0.8193) (0.3162)

R*=09129, > i’ =33.67.

Que efeito pretende o docente captar com a introducdo da varidvel d,? Que con-
clusdes pode tirar? Obtenha a soma dos residuos para os alunos residentes fora
da 4rea urbana de Lisboa.
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5.3 Previsao

* O objetivo da previsdo é estimar os valores previstos para a varidvel y;, para valores fixos das varidveis
explicativas. A previsdo pode ser em média, isto ¢, prever E(y; | - - - ) ou pontual, isto é, prever yy dados
valores particulares das varidveis explicativas.

¢ Considere-se o modelo

Ve = B1+ Boxe + Baxz + -+ BrXy + Uy,

e designe-se os valores para os quais se quer efetuar a previsao por (cx constantes):

xn =1,xp =c¢o, X3 =0¢3,..., X = C.

Definicdo 5.3 (Previsdo em média). O objetivo é prever

0 =E(yt | xp =¢2,x3=10¢3,...,% =) = B1+ Baco + - - - + BiCk-
Estimador BLUE para 6:

é:b1+b2C2+"'+bkck.

¢ Sabemos que

Var(§ | X,c) = Var(cb | X,c) = cCov(b | X,c)c! = o?e(XTX) 1T,

Podemos estimar ¢ por s2. Logo,

¢ Erro padrdo da previsdo em média:

sy = sy/e(XTX)"1cT.

* Nota: nesta UC, o valor ¢(XTX)~!cT é fornecido nos enunciados.

Definig¢do 5.4 (Inferéncia sobre a previsdo em média). Admitindo a hipétese de normalidade das varidveis
residuais

6—06
Sp

~ t(n—k).

¢ Com este resultado podem determinar-se intervalos de confianca intervalos de previsdo para

0= (ye|xp=02,x3=03,..., X% = Cx)

e conduzir testes de hipéteses.

® Quando se abandona a hipétese de normalidade, o resultado é assintético, sendo valida apenas para
grandes amostras.

e Intervalo de previsdo a 100(1 — «)% para 6:

IPygo(1—a)%(0) = (5¥ toc/25§) :

¢ Testes de hipéteses: proceder como habitualmente.
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Definicao 5.5 (Previsdo pontual). O objetivo é prever yg, mantendo x;3 = 1,xp = 2, X3 = €3,..., X = Cr €
supondo que

Yo = B1+ Paca + Bacs + - - + Brxx + uo,
onde
E(up | X,c) =0 e Var(u0|X,c):az_

O estimador dos minimos quadrados de yg é

Jo = by + bacy + bzez + - - - + bycy.

¢ Enquanto na previsdo em média se pretendia estimar E(yg | X, c), na previsdo pontual procura-se prever
os valores assumidos por yo.

¢ Erro padrdo da previsdo:

sS4 = s\/l +¢(XTX) 1T,
onde d = yp — fo.

* Nota: nesta UC, o valor ¢(XT X)~1cT ¢ fornecido nos enunciados.

Exercicio 5.3 (Exercicio 11.14 do livro (adaptado)). Retome-se o exercicio 19 do capitulo 10 (corresponde ao
exercicio 4.2 desta sebenta). Considere um apartamento com 250 12, que dista 8 km do centro da cidade e admita
s2c(XTX)1cT = 558.9769.

(a) Determine a previsao pontual e por intervalo (nivel de confianga de 95%) para o prego médio por m? para
um apartamento nas condi¢des indicadas.

(b) Determine a previsdo pontual e por intervalo (nivel de confianca de 95%) para o prego por m? de um
apartamento nas condic¢ées indicadas.
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