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0 < λ < 1

0 ≤
∞∑
i=0

xiλ
i ≤ 1

1− λ
=: `λ

xi = 0 xi = 1
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distribuição

∞∑
i=0

xiλ
i ∈ [0, `λ] := Iλ

B ⊂ Iλ,

P

{ ∞∑
i=0

xiλ
i ∈ B

}

P {xi = 0} = P {xi = 1} =
1

2

xi , xj independentes se i 6= j .
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probabilidade de Bernoulli

P é a probabilidade de Bernoulli, em

2N := {(x0, x1, . . . , xi , xi+1, . . .) : xi = 0, 1}

caracterizada por

P(x0 = a0 ∧ . . . ∧ xn−1 = an−1) =
1

2n

para qualquer (a0, . . . , an−1) ∈ 2n.
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medida de Erdös, o problema

B ⊂ Iλ

νλ(B) := P

{ ∞∑
i=0

xiλ
i ∈ B

}

*
Lλ :=medida de Lebesgue restringida a Iλ e normalizada.

*

Se νλ ⊥ Lλ, dizemos que λ é singular

Se νλ � Lλ, dizemos que λ é regular
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cronologia dos principais resultados

I 1935 Jessen e Wintner:
∀λ ∈ (0, 1),

νλ ⊥ Lλ ∨ νλ � Lλ

νλ não tem átomos

I 1935 Kershner e Winter:

λ < 1/2 ⇒ νλ ⊥ Lλ
Spt(νλ) é um conjunto de Cantor

I 1935 Wintner:

λ = 1/2 ⇒ νλ = Lλ
λ = n

√
1/2 ⇒ νλ � Lλ
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cronologia dos principais resultados

I 1939 Erdos:

λ−1 é número Pisot ⇒ νλ ⊥ Lλ

Número de Pisot é todo o inteiro algébrico, real maior que 1,
cujos conjugados têm módulo inferior a 1.

I 1940 Erdos:

Existe a < 1 tal que:
Para quase todo o λ ∈ (a, 1), νλ � Lλ.

Conjetura:
νλ � Lλ para quase todo o λ > 1/2 ?
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cronologia dos principais resultados

I Garsia 1962:

Se λ−1 é número de Garsia, então νλ � Lλ.

Número de Garsia é todo o algébrico inteiro α tal que, sendo
α1, . . . , αm os seus conjugados:

|α|, |α1|, . . . , |αm| > 1 ∧ αα1 . . . αm = ±2
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cronologia dos principais resultados

I 1995 Solomyak:

Confirma a conjetura de Erdös:
νλ � Lλ para quase todo o λ > 1/2.

I 1998 Mauldin e Simon

νλ � Lλ ⇒ νλ ≡ Lλ
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não se sabe:

I Até hoje não se conhece outros parâmetros regulares além dos
de Garsia.

I Nem se conhece outros singulares em ( 1
2
,1), além dos de Pisot;

I Tão-pouco se sabe se é singular ou regular

λ ∈ Q ∩ ( 1
2
,1) .
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outros critérios:

I 1962 Garsia:

Se ∃n ∈ N,B ⊂ Kn:

a 6= b ∧ ba(1− b)1−a

aa(1− a)1−a
·#Kn · λn < 1

então λ é singular.
onde:

Kn :=
{∑n−1

i=0 xiλ
i : x ∈ {0, 1}n

}
b := #B

#Kn

A :=
{
x ∈ {0, 1}n :

∑n−1
i=0 xiλ

i ∈ B
}

a := #A
2n

I Se λ−1 é Pisot então esta hipótese é satisfeita (?)
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outros critérios:

I 2012 (c?)

Se νλ ≡ Lλ então νλ1/d ≡ Lλ, ∀d ∈ N

Se νλ ⊥ Lλ então νλd ⊥ Lλ, ∀d ∈ N
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outros critérios:

I 2012 (c?)

Se (supn fn) ∈ L1(Iλ) então νλ ≡ Lλ
onde:

fn := Qn(1λ)

1λ(t) :=
dLλ
dx

=

{
1− λ se t ∈ Iλ
0 se t /∈ Iλ

(Qf )(t) :=
f ( t

λ) + f ( t−1λ )

2λ
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transformada de Fourier

I ν̂λ(t) =
∏∞

k=0
1+e−itλk

2

I D̂νλ(t) = ‖Dνλ‖1 · ν̂λ(t)

I Prova de Erdos 1939
Se λ−1 < 2 é Pisot, |Z− λ−k | < rk (r < 1),

∣∣ν̂λ(−2πλ−n)
∣∣ =

n∏
k=0

∣∣∣∣∣1 + e2πiλ
k−n

2

∣∣∣∣∣
=

n∏
k=1

∣∣∣∣∣1 + e2πiλ
−k

2

∣∣∣∣∣ ·
∞∏
k=0

∣∣∣∣∣1 + e2πiλ
k

2

∣∣∣∣∣
≥
∞∏
k=1

∣∣∣∣∣1 + e2πiλ
−k

2

∣∣∣∣∣ ·
∞∏
k=0

∣∣∣∣∣1 + e2πiλ
k

2

∣∣∣∣∣ > 0
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ponto fixo e aproximação

xo + x1λ+ x2λ
2 + . . . ∈ B

⇔[
(x0 = 0) ∧ (x1λ+ x2λ

2 + . . . ∈ B)
]

∨[
(x0 = 1) ∧ (1 + x1λ+ x2λ

2 + . . . ∈ B)
]

⇔[
(x0 = 0) ∧

(
x1 + x2λ+ . . . ∈ B

λ

)]
∨[

(x0 = 1) ∧
(
x1 + x2λ+ . . . ∈ B − 1

λ

)]
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ponto fixo

I νλ(B) =
νλ(

B
λ
)+νλ(

B−1
λ

)

2

I νλ = Tνλ

I Dνλ(t) =
Dνλ(

t
λ
)+Dνλ(

t−1
λ

)

2λ

I Dνλ = Q(Dνλ)

I (Qf )(t) :=
f ( t
λ
)+f ( t−1

λ
)

2λ (operador de Perron)

I T = λQ

I DTµ = QDµ
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a métrica de Monge-Kantorovich

I µ, ν ∈M := {probabilidades de Borel em Iλ}

L(µ, ν) := sup

{∫
Iλ

φdµ−
∫
Iλ

φdν : φ ∈ Lip1(Iλ,R)

}
I µn, µ ∈M:

L(µn, µ)→ 0 ⇔
∫
Iλ

ϕdµn →
∫
Iλ

ϕdµ , ∀ϕ ∈ C (Iλ)

(⇔: µn ⇀ µ)
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unicidade do ponto fixo

I L(Tµ,Tν) ≤ λL(µ, ν)

I νλ é o único ponto fixo de T em M

I T nµ ⇀ νλ para qualquer µ ∈M
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aproximação singular

νn(B) :=
#
{
x ∈ 2n :

∑n−1
i=0 xiλ

i
}

2n

νλ(B) := P

{ ∞∑
i=0

xiλ
i ∈ B

}

νn(a, b)→ νλ(a, b)

νn = T nν0 ⇀ νλ
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a prova de Garsia:

I Sendo α = λ−1 um número de Garsia, prova-se por métodos
algébricos que as somas finitas,

n−1∑
i=0

xiλ
i

ficam distintas com um afastamento minorado por c2−n

(c > 0).

I νn(a, b) ≤ C (b − a) + 2−n

I νλ(a, b) ≤ C (b − a)

I νλ � Lλ

João Carmona Medida de Erdös



densidades

I M := {probabilidades de Borel em Iλ}
I M� := {µ ∈M : µ� Lλ}
I D :=

{
f ∈ L1(Iλ) : ‖f ‖1 ≤ 1

}
I D1 := {f ∈ D : ‖f ‖1 = 1}

I d
dx :M→D

I d
dx :M� ↔ D1 (homeomorfismo para as topologias fracas)

I 1λ := dLλ
dx
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densidades

I λ é singular ⇔ Dνλ = 0

I λ é regular ⇔ ‖Dνλ‖1 = 1
⇔ Q tem ponto fixo não nulo em L1(Iλ)

I Qnf ⇀ Dνλ para qualquer f ∈ D1
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aproximação regular

I T nLλ ⇀ νλ

I QnDLλ =: fn ⇀ Dνλ

I fn(t) = νn(t−λnIλ)
L(t−λnIλ)

I fn(t)→ Dνλ(t) qtp t ∈ Iλ ?
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as funções f e F

2012 Kempton:

I f (t) := lim inf fn(t) F (t) := lim sup fn(t)

I 0 ≤ f ≤ F ≤ 2Dνλ ≤ 2‖Dνλ‖∞ · f (qtp em Iλ)

I F = ‖F‖1 · Dνλ
I F = 0 ⇒ Dνλ = 0

I f = ‖f ‖1 · Dνλ
I (f = 0 ∧ Dνλ ∈ L∞(Iλ))⇒ Dνλ = 0

I 2 conjeturas:
λ singular ⇒ fn(t)→ 0 qtp t ∈ Iλ
λ regular ⇒ fn(t)→ Dνλ(t) qtp t ∈ Iλ
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β-expansões

(β = λ−1)
Nn(t)

é o número de sequências x ∈ 2n, prolongáveis a 2N como
λ-expansão de t, isto é, tais que∑

i∈N
xiλ

i = t.

I 2011 Feng e Sidorof

Se λ−1 < 2 é Pisot, então,

lim
n→∞

n
√
Nn(t) < 2λ
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3 consequências

I Se (supn fn) ∈ L1(Iλ), então νλ ≡ Lλ

I Se λ é singular, então fn(t)→ Dνλ = 0 qtp t ∈ Iλ
(confirmando a primeira conjetura de Kempton)

I demonstração do critério de Erdös por outra via:

Observando que Nn(t) = 2nλn`λfn(t),
podemos concluir que:

λ−1 é Pisot ⇒ lim
n→∞

n
√
Nn(t) < 2λ

⇒ lim
n→∞

n
√
fn(t) < 1

⇒ F = 0

⇒ λ é singular.

João Carmona Medida de Erdös



1a decomposição associativa (fatorização)

I

x →
∑
i∈N

xiλ
i =

∑
i<d

(∑
n∈N

xdn+iλ
dn

)
λi

P → P × . . .× P → ν(λd ) × . . .× ν(λd ) → νλ

I νλd � L ⇒ ν(λd ) × . . .× ν(λd ) � Ld ⇒ νλ � L

I νλ � L ⇒ ν d√
λ
� L
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2a decomposição associativa (fatorização)

x →
∑
i∈N

xiλ
i =

∑
n∈N

(∑
i<d

~xdn+iλ
i

)
λdn

(usado para demonstrar o critério de singularidade de Garsia)
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métrica δλ e dimensão de Spt(Kλ)

I λ ≥ 1/2 ⇒ Spt(Kλ) = Iλ

I λ < 1/2 ⇒ dim(Kλ) = log 1/2
log λ

I δλ(x , y) := λD(x ,y)

onde, para x , y ∈ 2N,

D(x , y) := sup {n ∈ N : x |n = y |n}
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